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Tentamen i 5B1762 Optimeringslara for T.
Tisdag 28 augusti 2007 kl. 14.00-19.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tilldtna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej rdknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.
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I denna uppgift ar A= |1 2
1 3

Bestdm en bas till vart och ett av de fyra fundamentala underrummen
till A, dvs till R(A), R(AT), N(A) och N(AT). ........................ (5p)

Mustmans familjeféretag producerar och séljer fyra olika mustsorter:
Appelmust, Paronmust, Blandmust och Cidermust.

Varje hektoliter must kréaver p arbetstimmar for tillverkning och ¢ arbetstimmar
for forpackning. Mustmans ekonomiska vinst pa musten ar v kronor /hektoliter.

P, q och v har olika virden for de olika mustsorterna enligt foljande tabell:

b q v
Appelmust | 1.6 | 1.2 | 196
Paronmust | 1.8 | 1.2 | 210
Blandmust | 3.2 | 1.2 | 280

Cidermust | 5.4 | 1.8 | 442

En normal vecka har féretaget 80 timmar (tva familjemedlemmar) att tillga for
tillverkning och 40 timmar (en familjemedlem) f6r férpackning.

Vidare har man bestdmt att appelmusten ska svara for minst 20% av den
producerade volymen must och att paronmusten ska svara for hdgst 30% av
den producerade volymen must.

Fragan &r hur mycket av respektive mustsort som ska tillverkas per vecka for att
Mustmans vinst ska maximeras under ovan angivna villkor. Musten ar popular
och man kan utan svarighet sélja det man producerar.

Din uppgift dr nu att formulera Mustmans problem som ett LP-problem.

Du behover ddremot inte berdkna optimal 16sning. ...................... (5p)



Sid 2 av 3 Tentamen 2007-08-28 5B1762

2. (a) Los foljande LP-problem med simplexmetoden. Du maste starta i den tillatna
baslésningen x = (3,0,0,0)T.

minimera 3z; + 2x9 + 4x3 + 614

da 6x1 + 3z9 + 9x3 + Txy = 18,
1 > 0,
Z2 Z 07
x3 > 0,
T4 > 0.
Ange den optimala 16sningen och motsvarande optimalvarde.
Forklara ordentligt vad du @0r. ...ttt (4p)

(b) Formulera det duala LP-problemet svarande mot LP-problemet i (a)-uppgiften
ovan. Ange en optimal 16sning till detta duala problem. ................. (2p)

(¢) Denna (c)-uppgift &r helt oberoende av (a)- och (b)-uppgifterna ovan.

Foljande bada LP-problem (som har sitt ursprung i ett visst tva-personers
nollsummespel) ar varandras duala problem. Det behéver du inte visa.

minimera 3
da —x1+2x9+ 23>0
3x1 —4xo4+13>0
T1 + X9 =1
z1 >0, x3 > 0, x3 ej teckenbegransad.

maximera 3
da —y1+3y2+y3 <0
21 —4y2 +y3 <0
y1 + 2 =1
y1 > 0, y2 > 0, y3 ej teckenbegransad.

Man har 16st det primala problemet ovan och erhéallit den optimala 16sningen
1 = 0.6, 29 = 0.4, 3 = —0.2. Anvénd denna information for att (pa valfritt
satt) bestdmma en optimal 16sning ¥ till det duala problemet. .......... (4p)

3. I denna uppgift ar trevariabelfunktionen f given av

3
flx) = Z(:U;l - 3:? + x? —x;), dir x = (z1,29,23)" € IR3.
j=1
(a) Avgdr om f dr en konvex funktion pa hela IR3. ......................... (2p)

(b) Antag att man vill minimera f(x) utan nagra bivillkor.
Din uppgift ar att utfora en fullstdndig iteration med Newtons
metod utgaende fran startpunkten x( = (1,1,1)T.
Kontrollera att din erhallna punkt x uppfyller f(x®) < f(xM). ...... (6p)

(c) Ange en konstant C sadan att f(x) > C for alla x € IR3.
Motivera svaret ordentligt. ........ ... i (2p)
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4. Vi paminner férst om att det euklidiska avstandet mellan tva punkter p och q i IR™

ges av [p—al = \/(p—@)T(p—q), siatt [p—a®=(p-q) (p—a)

(a) Ett hyperplan H i IR" kan skrivas pa formen H = {x € IR" |a'x = b},
dér a € IR™ &r en given vektor # 0 och b € IR &r en given konstant.
Bestdm den punkt X € H som ligger ndrmast origo (métt i det vanliga
euklidiska avstandet). Ditt svar far innehalla aoch b. ................... (4p)
(b) En linje L i IR™ kan skrivas pa formen L = {x € IR" |x = c+t-d, for t € IR},
dar ¢ € IR" och d € IR™ ar givna vektorer med d # 0.
(Olika vérden pa t svarar mot olika punkter pa linjen.)

Bestdm den punkt X € L som ligger ndrmast origo (métt i det vanliga
euklidiska avstandet). Ditt svar far innehallacochd. ................... (2p)

(c) Lat H vara ett hyperplan och L en linje enligt ovan, och antag att d = a.
Bestdm den unika skérningspunkten X € IR"™ mellan H och L (dvs den punkt
som uppfyller bade x e Hoch X € L). ...t (2p)

(d) Visa att foljande samband géller: |%|? = |&|?+ |%|?, med X, % och % enligt ovan.
Forsok ge en geometrisk motivering av detta samband for fallet n = 2.
Observera att vi antagit att d =a. ........ ... ... ... (2p)

5. Betrakta foljande ickelinjara optimeringsproblem

minimera 8x; — 6x9
da (w1 —1)% + (22 — 1)2
(r1 4+ 1)% + (22 + 1)2

(a) Avgor om det &r ett konvext optimeringsproblem eller ej. Motivera svaret. (1p)
(b) Stéll upp KKT-villkoren f6r problemet. ...................cooiiiiia... (1p)

(c) Finns det nagon optimal 16sning X till problemet ovan sadan att exakt ett av de
bégge bivillkoren ar uppfyllt med likhet i X medan det andra &ar uppfyllt med
strikt olikhet 1 X7 Bestdm isafall . ....... ... ... ... L (4p)

(d) Finns det nagon optimal 16sning X till problemet ovan sadan att bagge bivill-
koren dr uppfyllda med likhet i X7 Bestdm i safall X. .................... (4p)

Lycka till!



