Losningar till SF1861 Optimeringslira for T, 26/8-08

Uppgift 1.(a)

Flodesbalansvillkoren i de sex noderna kan skrivas Ax = b, dar
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Variabelvektorn ges av x = ?4 , dér variabeln z;; betecknar flodet i bagen
35
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T45
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fran nod i till nod j. Att bagarna &r (enkel-)riktade ger kravet att x > 0.

C13 2
C14 4
C23 3
. .. T . Co4 5
Flodets kostnad (som ska minimeras) ges av ¢'x, dar ¢ = . =19
35

C36 8
C45 7
C46 6

Om primala problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x
da Ax =b,
x>0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < c, som hér blir:

maximera 25y; + 10y — 15y5 — 20ys
da y1 —y3 <2,

Y1 —ys <4,
y2 —y3 < 3,
y2_y4§57
ys—ys <9,
Ys — Y6 < 8,
ya—ys <7,
Y4 —ye < 6.



Uppgift 1.(b)

1 2 3
Forst anvénder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen A= | 4 5 6
789
1 0 -1
Efter nagra “enkla radoperationer” erhalls matrisen 0 1 2 | =T.
0 0 O

Nu ar A 6verford till trappstegsform med tva trappstegsettor.
En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna 1 och 2 i A.

1 2
De tva vektorerna [ 4 | och | 5 | utgdr alltsa en bas till R(A).
7 8

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:
Satt x3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan x; och xo (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Tx = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | —2 | till N'(A).
1
1 47
Nu anvénder vi Gauss-Jordans metod pa den transponerade matrisen AT = |2 5 8
3 69
1 0 -1
Efter nagra “enkla radoperationer” erhélls matrisen | 0 1 2 | =T.
0 0 O

Nu ar AT 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor.
En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer viélja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna 1 och 21 AT.

1 4
De tva vektorerna | 2 | och | 5 | utgér alltsa en bas till R(AT)
3 6

En bas till N'(AT) kan bestimmas enligt foljande:
Sétt y3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan y; och y, (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Ty = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | —2 | till A/(AT).
1

Notera att vi erhallit att A'(AT) = N(A), vilket medfér att motsvarande ortogonala komp-
lement ocksa ér lika, dvs R(A) = R(AT). De bigge basvektorer som vi ovan beriknade till
R(A) duger alltsa dven som basvektorer till R(AT), och de bigge basvektorer som vi ovan
beriiknade till R(AT) duger dven som basvektorer till R(A).



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

T

minimera c¢'x
da Ax=b,
x>0,
.. |73 1 -1 (10 T
daurA—[2 11 _1} b—<3>ochc =(5,2,1,1).

Den forslagna 16sningen har basvariablerna z; och z2, dvs 8 = (1,2) och 6 = (3,4).

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ ; ? } , medan Ay = [ 1 :1 ]

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

7 3] (b1 _ (10 - (b (1
dvs [2 1} <[—)2> —<3>,medlosn1ngen b= <62> = <1>,

dvs x1 = 1 och zo = 1, vilket stdmmer med forslaget.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

7 2 Y1 o 5 .. . Y1 o 1
dvs {3 1} (yg) = <2>, med losningen y = <y2> = <_1>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
1 -1
=l yTA =) - (-0 |y =,

Eftersom reducerade kostnaderna ar icke-negativa sa ar den foreslagna losningen optimal.

1 =1, 23 = 1, 6vriga z; = 0. Optimalvardet =542 = 7.

Uppgift 2.(b)

Efter inférande av slackvariabler x5 och xg far vi ett nytt LP-problem pa standardform,
dvs minimera ¢"x d4 Ax = b och x > 0, dér nu

731 -1 -10 (10 T
A=lo 11 21 o 1]’ b—<3>OChC =(5,2,1,1,0,0).

Vi startar fran baslosningen ovan, med § = (1,2), som ju &r en tillaten baslosning
aven till detta nya problem.

Vektorerna b och y blir desamma som ovan.
Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

1 -1 -1 0
r}:c}—yTA5:(1,1,0,0)—(1,—1)[1 10 1]:(1,1,1,1).

Eftersom reducerade kostnaderna &r icke-negativa sa ar den aktuella 16sningen optimal dven
till detta modifierade problem.

Optimal 16sning: x1 = 1, o = 1, 6vriga x; = 0. Optimalvéirdet = 7.



Uppgift 3.(a)

2 -2 0 O 0

o . o 1.T T .. -2 6 —4 0 0
Malfunktionen dr ¢(x) = 5x Hx +c'x, dir H = och ¢ =

0 -4 6 -2 0

0 0 -2 6 0

Punkten X &r en global minpunkt till ¢(x) om och endast om HX 4+ ¢ = 0 och H &r positivt
semidefinit. Om H dessutom &r positivt definit sa &r X den unika minpunkten.

For att avgora om H &r positivt definit, eller positivt semidefinit, eller ingetdera, forsoker vi
LDLT-faktorisera H.

2 -2 0 0
-2 6 -4 0
H=
0 —4 6 —2
0o 0 —2 6

Addera forst +1 ganger rad 1 till rad 2 och addera sedan +1 ganger kolonn 1 till kolonn 2.
Det ger

1 0 00 2 0 0 O
1100 -0 4 -4 0
E, = och E{HE{ =
0010 0 -4 6 -2
0 001 0 0 -2 6
Addera nu +1 ganger rad 2 till rad 3 och addera sedan +1 ganger kolonn 2 till kolonn 3.
Det ger
10 00 20 0 0
01 00 TeT 0 4
E2 = och EQElHEl E, =
0110 0 0 -2
0 001 00 -2 6

Addera nu +1 ganger rad 3 till rad 4 och addera sedan +1 ganger kolonn 3 till kolonn 4.
Det ger

1 0 00 2 000
01 00 TeToT 0400
E3 = och EgEQElHEl EQ E; =
0 010 0 0 20
0 011 0 0 0 4
Dirmed ar LDLT-faktoriseringen klar, och man har att
1 0 0 O 2 0 00 1 -1 0 0
T -1 1 0 0 0 4 00 0 -1
H=LDL =
0 -1 1 0 0020 0o 0 1 -1
0 0 -1 1 0 0 0 4 o 0 0 1

Alla diagonalelement i D ar strikt positiva, vilket medfor att H ar positivt definit.

Ekvationssystemet Hx + ¢ = 0 blir i detta fall Hx = 0 (ty ¢ = 0), och eftersom H é&r
positivt definit (och séledes ickesingulér) sa &r % = (0,0,0,0)T den unika l6sningen till detta
ekvationssystem. Dirmed #r % = (0,0,0,0)" dven den unika minpunkten till ¢(x).



Uppgift 3.(b)

Vi ska har minimera %XTHX under bivillkoret att e'x =2, dir e = (1,1,1,1)T.

Eftersom H &r positivt definit sa har vi ett konvext QP-problem med ett linjart bivillkor.

Da géller att x ar en optimal 16sning om och endast om x tillsammans med en skalar u
uppfyller de valkdnda optimalitetsvillkoren, som i detta fall kan skrivas:

T

Hx —eu och e x=2.

Fér den forsta foreslagna punkten x = (0.7, 0.6, 0.5, 0.2)T giller dels att eTx = 2,
dels att Hx = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2)T = e, med u = 0.2.
Dérmed dr x = (0.7, 0.6, 0.5, 0.2)T en optimal 16sning.

Eftersom H &r positivt definit sa ar ¢(x) strikt konvex, och da kan det inte finnas flera
optimala 16sningar. Som en kontroll testar vi dock dven den andra foreslagna punkten,
dvs x = (0.8, 0.5, 0.4, 0.3)T. Aven for denna giller att e'x = 2, men nu blir

Hx = (0.6, —0.2, —0.2, 1.0)T som forvisso inte kan skrivas pa formen ew for nagot w.
Dirmed &r x = (0.8, 0.5, 0.4, 0.3)T inte en optimal 16sning.



Uppgift 4.(a)
Hir dr f(x) = % + e*2 + 2% + 23 — x129 — 321 — 322
Gradienten till f blir da Vf(x) = (€™ + 221 —22 —3, €2 —x1 + 222 —3),

et 4+2 -1
medan Hessianen till f ges av F(x) =
-1 e*2 42

Speciellt med x(1) = (8) ir Vf(xW) = (-2, -2) och F(xV)= [—? _;) ]

Matrisen F(x(l)) ar positivt definit, ty en matris av typen [ ¢ . } ar positivt definit

b
om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b > 0, vilket ar uppfyllt for F(x().

Dirmed bestims Newtonriktningen d() ur ekvationssystemet F(x(1))d®) = -V f(xI)T,

3 -1 di\ (2 . a_ (1
dvs ur systemet [_ 1 3] < dg) = < 2), med l6sningen d'V/ = 1)

Vi provar steget med t; = 1, sa att x(2) = x4 ,dD = x4 40 = <1>

Da blir f(x®) =2 —5< 1, medan f(x1))=2.

Eftersom f(x(?) < f(x(M) accepterar vi x?) = (1) som nésta iterationspunkt.

Darmed har vi utfort en iteration med Newtons metod.

Uppgift 4.(b)
Funktionen f #r konvex pa hela IR?> om och endast om Hessianen
e*l +2 -1
F(x) = ar positivt semidefinit for alla x € IR2.
-1 e*? +2

Men F(x) ér pa formen [ “ i} medb=—-1, a=€e"+2>2 och c=e€"2+2>2.

b
Saledes &r a > 0, ¢ > 0 och ac — b? > 0, vilket medfér att F(x) dr positivt definit,
och dirmed #ven positivt semidefinit, for alla x € IR?.

Alltsa dr funktionen f konvex pa hela IR?.



Uppgift 5.

Malfunktionen kan skrivas
fx)=1(x—-¢c)T(x—c)=3x"Ix—c'x+3c'c,
dar I betecknar enhetsmatrisen.

Denna malfunktion &r strikt konvex eftersom Hessianen ges av F(x) = I,
som ar positivt definit. Bivillkoren ar linjara, och darmed konvexa.
Vidare finns det uppenbarligen punkter som uppfyller alla bivillkor med
strikt olikhet, t ex x = (0,0,0,0)T.

Darmed ar problemet ett regulért konvext problem, vilket betyder att KKT-villkoren
ar bade nédvandiga och tillrackliga villkor for en global optimall6sning.

Skriv bivillkoren pa formen z; —1 <0 och —z; —1 <0, samt lat motsvarande
lagrangemultiplikatorer heta A; resp 5, sa att lagrangemultiplikatorvektorn blir
Y = (A1, Ao, A3, Mg, o, o, i3, p1a) T

Da kan Lagrangefunktonen skrivas

4 4
Loey) = P Tt feTet YA 1)+ Yoty 1) =
J=1 j=1

4
= <% @3 — cjaj + 5 cf + N — 1) + py(—ay — 1)),
j=1

och KKT-villkoren blir foljande:

(1) zj—cj+ A —p =0, for j=1,2,3,4 (0L/0x; =0)

(2) -1<z;<1, for j =1,2,3,4 (Tillaten punkt)

(3) Aj >0 och pu; >0, for j =1,2,3,4 (Ickeneg. lagrangemult.)
(4) Xj(1—=zj) =0 och p;(14+2;)=0, for j=1,2,3,4 (Kompl.villkor)

Att hitta en 16sning till KKT-villkoren forenklas véasentligt av att man for detta
speciella (“separabla”) problem kan betrakta ett index j i taget:

Om —1<¢; <1 sauppfylls KKT-villkoren av x; = ¢j, A\j =0 och pu; =0.
Om ¢; > 1 sa uppfylls KKT-villkoren av z; =1, \j =¢; —1 (> 0) och pu; = 0.
Om c¢j < —1 sa uppfylls KKT-villkoren av 2; = —1, A; =0 och pj = —-1—¢; (>0).

Om speciellt ¢ = (1.4, —0.4, 0.6, 1.6)T sa far vi foljande 16sning till KKT-villkoren:
%= (-1,-04, 06, 1)T, A=(0, 0, 0, 0.6)T och i = (04, 0,0, 0)T.

Eftersom malfunktionen ar strikt konvex och tillatna omradet ar konvext,
sa ar X den unika optimallésningen.



Uppgift 6.
Vi infor forst nagra beteckningar.

Rummet som var tvetjart befinner sig i bestar av alla punkter (z,y, z)
som uppfyller 0 <z <a, 0<y<b och 0<z<e¢c.

Rummet har sex stycken “begransningsytor”, ndmligen

Golvet (G) dir z=0
Taket (T) dar z=c¢
Soderviaggen  (S) dar y=0
Norrvaggen (N) dar y=0b
Visterviggen (V) dir 2 =0
Osterviggen (0) dir z=a

och det ar endast pa dessa ytor som var tvestjart kan fardas.
Starten gar i skérningspunkten av G, S och V, medan malet ligger i
skarningspunkten av T, N och O.

Det finns tolv stycken kantlinjer, som var och en utgor skdrningen av tva
begrédnsningsytor. Sex av dessa kantlinjer ar speciellt intressanta, namligen

Norrviggen/Golvet  (NG) dér y =05 och 2 =0

Golvet/Osterviggen (GO) dir z=0 och z =a

Oster/Soderviiggen  (OS)  dér # =a och y =0

Soderviaggen/Taket  (ST) dédr y =0 och z=c¢

Taket/Visterviaggen (TV) dér z=c¢ och x =0

Viaster/Norrvaggen  (VN) dar . =0 och y =b
Tillsammans bildar dessa sex kantlinjer en sluten kurva K som var tvestjért
maste passera pa sin vag fran (0,0,0) till (a,b,c). (Om (0,0,0) ar “sydpolen”
och (a, b, c) ar “nordpolen” sa ar kurvan K “ekvatorn”.)
Kortaste vagen mellan tva punkter pa en begrédnsningsyta ar en rit linje.
Varje punkt (z,y, z) pa kurvan K kan nas fran hérnet (0,0, 0) ldngs en rét linje
i nagon av ytorna G, S eller V, och fran varje punkt (z,y, z) pa kurvan K kan
hérnet (a, b, ¢) nas langs en rit linje i nagon av ytorna T, N eller O.

Darfor maste kortaste vigen fran (0,0,0) till (a, b, ¢) finnas bland nagot

(eller nagra) av foljande alternativ, dir — betyder “langs en rét linje”:
1. (0,0,0) — (2,b,0) — (a,b,c), dar 0 <z < a.
2 ) — (a,y,0) — (a,b,c), dar 0 <y <b.
3 ) — (a,0,2) — (a,b,c), dair 0 <z <ec.
4. (0,0,0) — (z,0,¢) — (a,b,c), diar 0 <z < a.
5 ) ( , diar 0 <y <b.
6 ) —(

,daro<z<e.



Lat oss analysera fall 1.
Har korsar tvetjartens viag “ekvatorn” i punkten (z,b,0) pa kantlinjen NG.

Totala lingden pa denna vig ir fi(z) = Va2 + b2+ /(a — )2 + 2,
dar x ska véljas sa att fi(x) minimeras.

Kalkyler (deriveringar) visar att fi(x) &r en konvex funktion som minimeras
b
unikt av & = % ,varvid f1(2) = Va2 + (b+¢)2 = Va2 + b2 + ¢ + 2bc .
c

(Detta sista resultat kan alternativt erhallas genom att “vika ner” Norrvéiggen sa
att den utgdr en fortsdttning pa Golvet. Hornet (a,b,c) flyttas da ner till punkten
(a,b+c¢,0), och kortaste végen fran (0,0,0) till denna nerflyttade punkt ar langs
diagonalen i en rektangel med sidorna a och b+ ¢. Léngden pa denna diagonal

&r mycket riktigt /a2 + (b+ )2 = Va2 + b2+ 2 + 2bc . )

Motsvarande analyser ger foljande vagar och vaglangder for de sex fallen:

1. (0,0,0) — (b(—lf ,b,0) — (a,b,c). Viglingd =v/a2 + b2 + ¢ + 2bc .
c
2. (0,0,0) — (a, bj ,0) — (a,b,c). Viglingd =Va2 + b2+ 2+ 2ac.
a+c
ca -
3. (0,0,0) — (a,0, a—+b) — (a,b,c). Viglingd =v/a2 + b2 + ¢ + 2ab .
4. (0,0,0) — (% ,0,¢) — (a,b,c). Vaglangd =va2+ b2 + 2 + 2bc .
b
5. (0,0,0) — (0, afc ,¢) — (a,b,c). Vaglangd =va2+ b2 + 2 + 2ac .

b
6. (0,0,0) — (0,0, ac——i—b) — (a,b,c). Viglingd =/a2 + b2 + 2 + 2ab .

Om a > b > ¢ sd ar 2bc < 2ac < 2ab och da ger 1 och 4 de kortaste vigarna.

Om ¢ > a > b sd ar 2ab < 2bc < 2ac och da ger 3 och 6 de kortaste vigarna.



