Losningar till SF1861 Optimeringslira for T, 22/5-08

Uppgift 1.(a)

I ett koordinatsystem med x; och x5 pa axlarna blir det tillatna omradet en fyrhorning med
hornen i punkterna (4,0), (2,1), (1,2) och (0,4).

Nivakurvorna till malfunktionen 3z 4 2z dr parallella linjer vinkelriita mot vektorn (3,2)7.
Ju langre at “sydvast” en nivakurva ligger, desto ldgre malfunktionsvirde svarar den mot.
Det foljer ur figuren att den unika optimala l6sningen ges av hérnpunkten (1,2).

Nivakurvorna till malfunktionen (z1 — 3)2 + (22 — 1)? r cirklar med mittpunkten i (3,1).
Ju mindre cirkel, desto lagre malfunktionsvérde svarar den mot.

Speciell dr punkten (3,1) en minpunkt till malfunktionen om man bortser fran bivillkoren.
Men ur figuren (eller analytiskt) ser vi att (3,1) faktiskt ligger i det tillatna omradet, och
dérmed &r denna punkt den unika optimala 16sningen &ven till problemet med bivillkor.

Uppgift 1.(b)

Flodesbalansvillkoren i de fem noderna kan skrivas Ax = b, dar

12

1 1 1 0 0 0 0 0 10 13

1 0 0 1 1 0 0 0 30 L1
A=| 0 -1 0 -1 0 1 1 0|, b= 0| och x=1]"
O 0 -1 0 0 -1 0 1 ~15 25

O 0 0 0 -1 0 -1 -1 —925 T34

35

T45

Har betecknar variabeln x;; flédet i bagen som gar fran nod i till nod j.
Vektorn med kostnadskoefficienter ges av
¢ = (c12, ¢13, C14, €23, C25, C34, €35, C15)' = (2,2,2,1,3, 1, 1,2)T,

Att bagarna &ér (enkel-)riktade ger kravet att x > 0.



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'Xx

da Ax=b,

U S T | (1 .
dar A = 11 -1 _1], b—<2>ochc =(1,3,2,1).

Den forslagna 16sningen har basvariablerna z; och 2, dvs 8 = (1,2) och 6 = (3,4).

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ i _1 ] , medan Ag = [ _i :1 ]

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 1] (b _[1 - (b (15
dvs [1 1] <l_)2> = <2>, med losningen b = (52> = <0.5>’
dvs x1 = 1.5 och x5 = 0.5, vilket stammer med forslaget.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

11 y1\ _ (1 (i (-1
dvs [_1 1]<y2>—<3),medlosn1ngen y—<y2)—< 2).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
1 -1
J=c-ya-@ - (12| =62

Eftersom reducerade kostnaderna &r icke-negativa sa ar den foreslagna lésningen optimal.

1 = 1.5, x2 = 0.5, 6vriga x; = 0. Optimalvardet = 3.

Uppgift 2.(b)
Efter inférande av slackvariabler x5 och zg far vi ett nytt LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,
dir nu A = 1 _i _1 j _(1) _ﬂ, b= (;) och ¢"=(1,3,2,1,0,0).
Vi startar fran baslosningen ovan, med § = (1,2), som &r en tillaten baslosning dven till
detta nya problem.
Vektorerna b och y blir desamma som ovan.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

r}=c§—yTA5=<2,1,0,0)—<—1,2>[ Ao

1 o _1}2(5, 2,-1, 2).

Eftersom rs, = r5 = —1 &r minst, och < 0, ska vi lata x5 bli ny basvariabel.



Da behover vi berdkna vektorn a5 ur systemet Agas = as,

1 -1 a -1 a —0.
dvs [1 1] <g;§) = ( O)’ med IGsningen a; = <g;§> = < 82)
Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av
bi 05 b
" = min 7—Z‘c_li5>0 :—:7—2.
% a;s 0.5 ass

Minimerande index ar ¢ = 2, varfor xg, = x2 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xs.

Nu ar alltsa 8 = (1,5) och 0 = (2,3,4,6).
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],medan A5:[ 1 -1 -1 —11°

Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas véirden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 =1 /b (1 = (b (2
dvs 1 0 <b2>—(2>,medlosmngen b_<b2>_(1>'

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna virden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 1] () (1 (v _ (0
dvs 1 0] <y2> = <O>,medlosn1ngen y—<y2>— <1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

J-cf-yAs=G210-00] T ) D) ] -esz

Eftersom reducerade kostnaderna &ar icke-negativa sa ar den aktuella 16sningen optimal.
r1 =2, x5 = 1, ovriga z; = 0.

Optimalvardet = 2.



Uppgift 3.(a)

1100 3
1 210 —
Malfunktionen &r f(x) = 3x'Hx +c'x, dir H= och ¢ = g
01 21 —4
00 1 2 -3

Punkten X &r en global minpunkt till f(x) om och endast om HX + ¢ = 0 och H &r positivt
semidefinit. Om H dessutom &r positivt definit sa &r X den unika minpunkten.

Insittning av X = (2,1,1,1)T visar att HX 4+ ¢ = 0.

For att avgéra om H &r positivt definit, eller positivt semidefinit, eller ingetdera, kan man
exemplvis anvanda vanlig kvadratkomplettering.

Hir véljer vi i stéllet att forsoka LDLT-faktorisera H
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Addera forst —1 ganger rad 1 till rad 2 och addera sedan —1 ganger kolonn 1 till kolonn 2.
Det ger
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Addera nu —1 ganger rad 2 till rad 3 och addera sedan —1 ganger kolonn 2 till kolonn 3.
Det ger
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Addera nu —1 ganger rad 3 till rad 4 och addera sedan —1 ganger kolonn 3 till kolonn 4.
Det ger
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E; = 01 O oen E;E.EHE{EJE] = 0Loo
00 0 0010
0 0 -1 1 0 001
Dérmed dr LDLT-faktoriseringen klar, och man har att
1 0 00 10 00 1100
T 1 100 0100 0110
H=LDL' =
0110 0010 0 011
0 011 0 001 0 0 01

Alla diagonalelement i D ar strikt positiva, vilket medfor att H ar positivt definit.
Dirmed ar X = (2,1,1,1)7 den unika globala minpunkten till f(x).



Uppgift 3.(b)
Vi ska har minimera %XTHX + ¢"x under bivillkoret att (—c)TX = 1.
Eftersom H &r positivt definit sa har vi ett konvext QP-problem med ett linjart bivillkor.

Da giller att X ar en globalt optimal 16sning om och endast om X tillsammans med
en skaldr @ uppfyller optimalitetsvillkoren: HX — (—c)@t = —c och (—c)T% = 1.

De forsta av dessa kan skrivas Hx = —(u+1) - ¢ ur vilket foljer att X = (¢+1) - X,
dir X = (2,1,1,1)7 fran (a)-uppgiften. (Ty HX = —c .)

Kravet att (—c)Tx =1 ger da att a+1=1/18, ty (—c)'x = 18.
Dirmed #r % = (2/18, 1/18, 1/18, 1/18)T optimal 16sning till problemet.



Uppgift 4.(a)
Om bade 21 > 0 och x5 > 0 sa ges gradienten till f av
—16 —16
\% = -1, -
f(X) (($1+1)2($2—|—1) (l‘1+1)($2+1)2

medan Hessianen till f ges av

3),

32 16
Plx) — (1 +1)3(22+1) (21+1)2(x2+1)2
() = 16 32

(w1 +1)2(ax2+1)2 (21 +1)(22+1)3
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' =
Speciellt med x ( 1 9

) ir VixM) = (3,3) och F(x() = [ 21 ]

Matrisen F(x(l)) ar positivt definit, ty en matris av typen [ “ . } ar positivt definit

b
om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b% > 0, vilket &r uppfyllt for F(x(1).

Dérmed bestdms Newtonriktningen d(V) ur ekvationssystemet F(x(0)d() = —v f(x()T,

2 1 di\ (-3 . a_ (1
dvs systemet [1 2] (d2> = (_3),med l6sningen d'*) = 1)

Vi provar steget med ¢, = 1, sa att x® = x() +,d® =x1) 440 = (8)

Da blir f(x®) =16, medan f(xM))=4+5+5=14.
Eftersom f(x(®) > f(x(1)) provar vi istéllet steget ¢ = 0.5,

sa att x(? = xM) +¢;dV) = xM) +0.5dV) = (8?)

Da blir f(x®) =16/2.25 +2.5+2.5 < 14 = f(x(V).

Steget med ¢, = 0.5 gick alltsé bra, och vi accepterar x(2) = <8§)

som nésta iterationspunkt. Darmed har vi utfort en iteration méd Newtons metod.
Uppgift 4.(b)

Funktionen f &r konvex om och endast om

f(I=tu+tv) < (1 —t)f(u) +tf(v) for alla u och v i IR? och alla t € (0,1).

Inspirerade av rdkningarna i (a)-uppgiften testar vi

u= <1>,V: (:1) och t = 0.5, sa att (1 —t)u+tv = <8>

Daar f((1 —t)u+tv) =16 medan (1 —¢)f(u) +tf(v) =0.5-14+0.5- (—6) =4,

sa f ar inte konvewz.



Uppgift 5.

Malfunktionen &r strikt konvex, ty Hessianen ges av F(x) = 21,

dar I ar enhetsmatrisen (4x4).

Bivillkoren é&r linjara, och darmed konvexa.

Vidare finns det uppenbarligen punkter som uppfyller alla bivillkor med strikt
olikhet, t ex x = (—1,—1,—1,—1)T.

Darmed ar problemet ett regulart konvext problem, vilket betyder att KKT-villkoren
ar bade nédvandiga och tillrackliga villkor for en global optimall6sning.

Lagrangefunktionen till problemet kan skrivas:
Lx,y) = (z1 — 1)2 + (20 — 1)? + (z3 — 4)? + (24 — 3)% +

+ y1(z1 + 22 + 24) + Y221 + 23 + 24) + y3(2T2 + T3 + 24).
KKT-villkoren blir da:

201 =24+ 11 +y2=0 8L/8x1 =0 (KKTI)
29 —2+y1 +y3 =0 OL/Ozs=0 (KKT2)
203 —8+1y2+y3 =0 6L/8x3 =0 (KKTS)
204 —6+y1+y2+ys=0 OL/Oxy =0 (KKT4)
x1+x2+ x4 <0  primal tillatenhet  (KKT5)
r1+x3+ x4 <0 primal tillatenhet  (KKT6)
ro+ 23+ x4 <0  primal tillatenhet  (KKT7)
y1 >0  dual tillatenhet (KKT8)
y2 >0  dual tillatenhet (KKT9)
y3 >0  dual tillatenhet (KKT10)
yi(x1 +x2+24) =0  komplementaritet — (KKT11)
ya(x1 + 3+ x4) =0  komplementaritet — (KKT12)
( )

ys(ze + 23+ 24) =0  komplementaritet KKT13

(a). Med x = (0,0,0,0)7 blir (KKT1)-(KKT4) uppfyllda om och endast om
(y1,92,y3) = (—2,4,4), men detta strider mot (KKTS).
KKT-villkoren kan alltsa inte uppfyllas med = = (0,0,0,0)7.

(b). Med x = (—0.6, —0.6, 0.8, —0.2)T uppfylls (KKT6)~(KKT7) med likhet
och (KKT5) med strikt olikhet. Darmed ar (KKT12)-(KKT13) uppfyllda,
medan (KKT11) kréver att y; = 0. (KKT1)-(KKT2) ger da att y2 = y3 = 3.2,
och da blir (faktiskt) dven (KKT3)-(KKT4) uppfyllda.

Eftersom alla y; > 0 sa ar slutligen &dven (KKT8)-(KKT10) uppfyllda.
Dérmed ar samtliga KKT-villkor uppfyllda!

(c). Eftersom % = (—0.6, —0.6, 0.8, —0.2)” uppfyller KKT-villkoren och problemet
ar konvext (enligt ovan) sa dr X en globalt optimal 16sning till problemet.

(d). Eftersom problemet &r konvext och malfunktionen &r strikt konvex,

sa kan det inte finnas flera olika globala optimallésningar, ty da skulle mittpunkten
mellan varje par av optimallosningar vara dnnu béattre vilket dr en motsagelse.
Alltsa &r % = (—0.6, —0.6, 0.8, —0.2)7 den unika globala optimallésningen.



Uppgift 6. Endast kortfattade l6sningar ges hér!

(a).

Vi s6ker hér den punkt bland alla punkter i R(A) som ligger nédrmast punkten b.
Varje punkt i R(A) kan skrivas pa formen Av, sa den stkta punkten ges av A,
dir ¥ &r en optimal 16sning till problemet att minimera |Av — b |2.

Detta 16ses som bekant med normalekvationerna ATAv = ATb som ger att

by —b9)/2
X (by — bo + b3)/3 X (b = b2)/
V= , varefter AV = | (be — b1)/2
(—bl + by —|—2b3)/6 b
3

(b).

Vi soker hiir den punkt bland alla punkter i N'(AT) som ligger nérmast punkten b.
Denna sckta punkt ges av optimala losningen ¥ till problemet att minimera %| y —b|?
under bivillkoren ATy = 0. Detta problem kan ekvivalent skrivas:

minimera %yTIy —b'y + %| b|?da ATy = 0.

De nédvéndiga och tillrackliga optimalitetsvillkoren for detta QP-problem med linjara
likhetsbivillkor blir: y — Au=b och ATy =0.

Insittning avy = Au+b i ATy =0 ger att ATAu = —ATb (niistan normalekvationerna).

b1 +b9)/2
Vi far att = — [ (1Pt 0s)/3 varefter § = At + b = Ebl 4 52%2
(<bi+ byt 253)/6 ) 102

(c).
Vi séker hir den punkt w bland alla punkter i R(AT) som ligger nirmast punkten c.
Man konstaterar snabbt (med exempelvis Gauss-Jordan ) att forsta och tredje kolonnerna i

AT utgér en bas till IR2. Diarmed dr R(AT) = IR?, och var sokta punkt ir forstis w = c.

(d).

Vi soker héar den punkt z bland alla punkter i N'(A) som ligger ndrmast punkten c.
Man konstaterar snabbt (med exempelvis Gauss-Jordan ) att enda lsningen till Az =0
ar z = 0. Darmed ar N(A) = {0}, och var sokta punkt ar forstas z = 0.



