Krister Svanberg, maj 2012

1 Ickelinjar optimering, speciellt problem utan bivillkor

En mycket allmén formulering av optimeringsproblem &r foljande:

minimera  f(x)

(1.1)
da x e F,
dir x = (x1,...,2,)" € IR &r en vektor innehallande problemets variabler.
F ar en given delméngd av IR", och
f &r en given reellvird funktion som &r definierad (atminstone) pa mangden F.
f kallas malfunktionen och F kallas tillatna omradet till problemet Py.

Antag exempelvis att vi ska bestdmma vilken ldngd, héjd och bredd en lada ska ha for att
totala arean av ladans sex sidor ska bli sa liten som mojligt under kravet att ladans volym
maste vara minst 100 dm? och ladans rymddiagonal méaste vara minst 9 dm. Genom att kalla
langden, héjden och bredden for respektive x1, x2 och x3 kan detta problem skrivas
minimera 2x1xo + 2x9x3 + 22371
da x1a913 — 100 > 0,

(1.2)

z? + 23 + 23 — 81 >0,

120, 29 >0, 23 > 0.

Hir dr x = (21,29, 23)7, f(X) = 2z129 + 22023 + 22321 och
F={x€R?| z12923—100 >0, 23 + 23 +23 -81>0, 21 >0, 22 >0, 23 >0}.

Detta exempel faller inom den viktiga delklass av optimeringsproblem som gar under namnet
ickelinjdr optimering, pa engelska nonlinear programming, med den vedertagna forkortningen
NLP. Inom denna problemklass &r malfunktionen f en kontinuerligt deriverbar funktion,
medan tillatna omradet definieras av ett antal bivillkor av typen g;(x) < 0 (olikhetsbivillkor)
och/eller h;(x) = 0 (likhetsbivillkor), dar g; och h; &r givna funktioner som &r kontinuerligt
deriverbara. NLP-problem éar alltsa pa formen

minimera f(x)

da ¢i(x) <0, i=1,....m
gz( )— ' 1 (13)
hi(x) =0, i=1,...,m9
x € IR"™,
dir minst en av funktionerna f, g1,...,9my, R1,--.,m, ar ickelinjar (annars ar (1.3) ett

linjdrt optimeringsproblem, dvs ett LP-problem). Med beteckningar enligt (1.1) &r alltsa
F={xeR"|g(x)<0fori=1,...,m; och hij(x)=0fori=1,...,ma}.

Ett inte helt ovanligt specialfall av problemet (1.3) erhalls om m; = mgy = 0, varvid F = IR"™.
I detta specialfall ar (1.3) ett NLP-problem wutan bivillkor, pa engelska unconstrained NLP.
Annars ar (1.3) ett NLP-problem med bivillkor, pa engelska constrained NLP.



2 Teori for envariabel-optimering

I detta kapitel ar f en reellviard funktion av en reell variabel z, dvs f : IR — IR.
Vi forutsétter genomgaende att savél (forsta)derivatan f/ som andraderivatan f” existerar
och ar kontinuerliga pa IR.

Def 2.1. Punkten & € IR &r en lokal minpunkt till funktionen f om det finns ett tal § > 0
sadant att f(2) < f(z) for alla x € IR som uppfyller  —§ < x <z + 6.

Def 2.2. Punkten 2 € IR ar en global minpunkt till f om f(Z) < f(z) for alla x € IR.

Det &r uppenbart att varje global minpunkt &ven &r en lokal minpunkt, men det kan (for
icke-konvexa funktioner) mycket vél finnas lokala minpunkter som inte &r globala minpunkter.

Derivatan av f i en given punkt & ges per definition av

F(6) — 1 1) =S

T—T Tr—x

(2.1)

vilket betyder att det for varje tal € > 0 finns ett tal § > 0 (som kan bero pa ¢) sadant att

fz) — (&)

A~

— f(2) < e for alla x som uppfyller 0 < |z — 2| < 4. (2.2)
T —1

—€ <

Lemma 2.1. Om f/(Z) > 0 sa finns det ett tal § > 0 sadant att
f(z) > f(&) for alla z som uppfyller & < x < & + J, medan
f(z) < f(z) for alla x som uppfyller & — 6 < x < Z.

Bevis: Vilj e = 5 /(&) > 01 (2.2). D4 finns det alltsd ett tal § > 0 sadant att

R (R (I

5 o < 5f'(z) for alla x som uppfyller 0 < |z — | < 4. (2.3)

For alla x som uppfyller 0 < x — & < § sa giller enligt (2.3) att
2 f'(@)(x 1) < f(z) = f(2) < 31 (2)(z — @)

Den vénstra av dessa olikheter medfor att f(z) > f(2).

For alla « som uppfyller —§ < x — & < 0 sa giller enligt (2.3) att
3 f'(@) (@ —2) > f(z)— f(@) > 57 (@)(z — ).

Den vénstra av dessa olikheter medfor att f(z) < f(z). @

Lemma 2.2. Om f/(#) < 0 sa finns det ett tal § > 0 sadant att
f(z) < f(z) for alla x som uppfyller & < z < & + §, medan
f(x) > f(z) for alla x som uppfyller & — ¢ < x < &.

1

Bevis: Analogt med beviset av Lemma 2.1. Nu véljs i stillet e = —5 f'(2) > 01 (2.2).



Sats 2.1. Om Z &r en lokal minpunkt till funktionen f sa ar f/(z) = 0.

Bevis: Enligt Lemma 2.1 sa ar & inte en lokal minpunkt till f om f'(&) > 0,
och enligt Lemma 2.2 sa ar Z inte en lokal minpunkt till f om f/(z) < 0.
Enda aterstaende mojligheten ar da att f/(z) = 0. ®

Vi paminner nu ldsaren om féljande variant av Taylors formel:

fl@) = f@)+ f(@) (@ - 2) + 3./"(€) (@ — 1), (2.4)

for nagot tal £ mellan = och z, dvs & = & + 6-(z — ) for nagot tal 6 € (0,1).

Det exakta vérdet pa 6 beror dels pa vilka varden & och x har, dels pa vilken funktion f som
ar inblandad. Men detta exakta viarde behover vi faktiskt inte kdnna till. Det racker gott att
veta att 6 ligger mellan 0 och 1, dvs att £ ligger mellan x och z.

Ett intressant specialfall av (2.4) erhalls genom att lata & = 0 och x = 1. Da 6vergar (2.4)
till foljande formel, som vi ska anvanda oss av i nasta kapitel.

f(1) = f(0) + £(0) + 5 £(9), for nagot tal 6 € (0,1). (2.5)

Lemma 2.3. Om f'(2) =0 och f”(Z) > 0 sa finns det ett tal § > 0 sadant att
f(z) > f(z) for alla x # & som uppfyller & —§ <z < Z + 4.

Bevis: Eftersom f” &r kontinuerlig och f”(#) > 0, sa finns det ett tal 6 > 0 sadant att
f"(z) > 0 for alla = som uppfyller & —§ < x < & + 0. Men om z uppfyller dessa olikheter
sa uppfylls de dven av € = &+ 0-(x — &), dvs T — 6 < £ < & + §, och diarmed ar f”(£) > 0.
Taylors formel (2.4) ger da (for dessa z) att f(z) = f(2)+ 3 f"(€)(x — £)? > f(2), med likhet
endast om x = . @

Lemma 2.4. Om f/(#) =0 och f”(%) < 0 sa finns det ett tal 6 > 0 sadant att
f(z) < f(z) for alla « # & som uppfyller £ —0 <z < +94.

Bevis: Helt analogt med beviset av Lemma 2.3.

Sats 2.2. Nodvandiga (men inte tillrackliga) villkor for att Z ska vara en lokal minpunkt
till funktionen f &ar att f’(#) = 0 och f”(z) > 0.
Tillrackliga (men inte nédvandiga) villkor for att & ska vara en lokal minpunkt
till funktionen f &ar att f’(#) = 0 och f”(z) > 0.

Bevis: Att f/(#) =0 och f”(Z) > 0 ar nédvéandiga villkor foljer av Sats 2.1 och Lemma 2.4.
Att f/(2) = 0 och f”(z) > 0 ar tillrackliga villkor foljer av Lemma 2.3. &

Att f/(2) = 0 och f”(&) > 0 inte &ar tillrdckliga villkor for ett lokalt minimum kan inses av
foljande exempel. Lat f definieras av f(z) = 2 och 1at # = 0. Da ér f/(#) = 0 och f(&) = 0,
sa att f”(z) > 0 ar uppfyllt. Men & ar dnda ingen lokal minpunkt till f.

Att f'(2) =0 och (&) > 0 inte &r noédvandiga villkor for ett lokalt minimum kan inses av
foljande exempel. Lat f definieras av f(z) = 2 och 1at # = 0. Da &r f/(&) = 0 och f(z) = 0,
dvs f”(&) > 0 &r ej uppfyllt. Men Z ar dnda en lokal (och global) minpunkt till f.



3 Teori for flervariabel-optimering utan bivillkor

I detta kapitel behandlar vi problemet att minimera en given flervariabelfuntion utan nagra
bivillkor, dvs problem pa formen

minimera f(x)

. (3.1)
da x e R",

dar f ar en given reellvard funktion pa IR"™. Vi kommer genomgéende att forutsatta att f ar
tva ganger kontinuerligt deriverbar.

Att funktionen f ar tva ganger kontinuerligt deriverbar betyder dels att de n stycken partiella
forstaderivatorna Of/0z; existerar och dr kontinuerliga i hela IR", dels att de n? stycken
partiella andraderivatorna 02 f/ Ox;0x; existerar och ar kontinuerliga i hela IR".

Da definieras gradienten till f i punkten x som radvektorn

_(9f of
Vi = (00, g ). (32)
Vidare definieras Hessianen till f i punkten x som den symmetriska nxn matris F(x)
2
som i rad ¢ och kolumn j har elementet 0°f (x), det vill siga
8@83:]-
~ 82f X) 82]{‘ X) 82f (X -
0x10x1 O0x10x9 0x10x,
o*f o 9 o*f
0x9011 029019 090,
F(x) = : (3:3)
o%f N 02f N 02f (%)
L 0x,0x1 0x,0x2 0x,0xy, J

Def 3.1. Punkten X € IR" ar en lokal minpunkt till funktionen f om det finns ett tal 6 > 0
sadant att f(X) < f(x) for alla x € IR" som uppfyller |x — X| < 4.

Def 3.2. Punkten X € IR" &r en global minpunkt till f om f(%x) < f(x) for alla x € R™.

Det &r uppenbart att varje global minpunkt &ven &r en lokal minpunkt, men det kan (for
icke-konvexa funktioner) mycket vél finnas lokala minpunkter som inte &r globala minpunkter.



Lat X € IR™ vara en given punkt, och antag att vi vill avgéra huruvida X ar en lokal minpunkt
till funktionen f eller inte. Vi ska da forst undersdka hur malfunktionen uppfor sig langs réta
linjer genom %. Tag darfor en godtyckligt vektor d € IR™ (d # 0) och lat

x(t) =%+td, forte R. (3.4)
Detta definierar en rét linje i IR™ (pa parameterform) som gar genom punkten X och som har
en riktning given av d. Speciellt ar x(0) = %.
Vi ska som sagt studera malfunktionen f ldngs denna linje och later darfor envariabelfunk-
tionen ¢ definieras av

o(t) = f(x(t) = f(x+td), forte R. (3.5)

Eftersom f enligt forutsittningarna ar tva ganger kontinuerligt deriverbar sa ar aven ¢ tva
ganger kontinuerligt deriverbar for alla ¢ € IR. Enligt kedjeregeln ges dess forstaderivata ¢’
och dess andraderivata ¢” av

¢'(t) = Vf(x(t))d och ¢"(t)=d"F(x(t))d. (3.6)

Speciellt ar
¢'(0)=Vf(%)d och ¢"(0)=d"F(x)d. (3.7)

¢©'(0) = Vf(%)d kallas riktningsderivatan till funktionen f i punkten X i riktningen d.

Lemma 3.1. Om Vf(%)d < 0 sa finns det ett tal § > 0 sadant att f(X+td) < f(%X)
for alla t € (0,9) (dvs for alla ¢ som uppfyller 0 < ¢ < 9).

Bevis: Tillampa Lemma 2.2 pa funktionen ¢ ovan.

Lemma 3.2. Om X ar en lokal minpunkt till funktionen f sa géller, for varje vektor d € IR"™,
att ¢ = 0 dr en lokal minpunkt till funktionen ¢ definierad av (3.5).

Bevis: Ovningsuppgift.

Observera att omvéandningen till detta lemma inte géller! Aven om det for varje vektor
d € IR" giller att att ¢ = 0 &r en lokal minpunkt till funktionen ¢ definierad av (3.5), sa ar
det inte sakert att X ar en lokal minpunkt till f. Detta illustreras av féljande exempel.

(")Vﬂingsuppgift:

Lat n =2, f(x)= (v2 —22)(z2 — 322) = 23 — 42?2y + 32 och £=0=(0,0)T.
(a) Visa att det for varje vektor d € IR? giller att ¢t = 0 #r en lokal minpunkt
till funktionen ¢ definierad av (3.5).

(b) Visa att X inte &r en lokal minpunkt till f.



Sats 3.2. Nodvandiga (men inte tillrackliga) villkor for att X ska vara en lokal minpunkt
till funktionen f dr att Vf(X) = 0T och att F(X) &r positivt semidefinit.

Bevis: Fran Lemma 3.2, tillsammans med (3.7) och forsta halvan av Sats 2.2, foljer att
nodvéndiga villkor for att X ska vara en lokal minpunkt till f ar att ¢'(0) = Vf(%X)d = 0 for
alla d € IR", vilket medfor att Vf(X) = 07, och att ¢”(0) = d'"F(%X)d > 0 for alla d € R,
vilket per definition innebér att F(X) dr positivt semidefinit. &

For att kunna harleda tillrackliga villkor for att punkten X ska vara en lokal minpunkt till f
ska vi forst ange flervariabelmotsvarigheten till envariabelformeln (2.4). Lat x € IR" (x # %)
vara en godtycklig punkt vars funktionsvérde f(x) vi vill kunna jamféra med f(X), utan att
explicit berdkna f(x). Satt d = x—% och lat ¢(t) = f(Xx+td) = f(X+t(x—%)). Da ar
©(0) = f(%) och p(1) = f(x). Specialfallet (2.5) av Taylors formel i envariabelfallet séger da
att

e(1) = ¢(0) + ¢'(0) + 1¢"(0), for nagot tal § € (0,1), (3.8)

vilket med hjélp av (3.6) och (3.7) kan skrivas
f(x)=f®) +Vf&)d+id"F(x+6-d)d, fér nagot tal 6 € (0,1), (3.9)
eller, ekvivalent,
f(x) = (&) + V) (x—%) + 2 (x—%)TF(x + 0 (x— %)) (x—%), (3.10)

for nagot tal 6 € (0,1). Detta &r flervariabelmotsvarigheten till envariabelformeln (2.4).
Det &r i sjélva verket en valkdnd variant av Taylors formel i flervariabelfallet.

Vi behover ocksa foljande resultat.

Lemma 3.3. Om Hessianen F(X) &r positivt definit i en given punkt X € IR", dvs om
d'"F(%)d > 0 for allad # 0 (d € IR™), s finns det ett tal § > 0 sadant att
F(x) ar positivt definit for alla x € IR™ som uppfyller |[x—%| < 0.

Bevis: Ovningsuppgift.

Sats 3.3. Tillriackliga (men inte nédvandiga) villkor for att X ska vara en lokal minpunkt
till funktionen f #r att V(%) = 07 och att F(X) ar positivt definit.

Bevis: Antag att Vf(%) = 07 och att F(%) dr positivt definit. V&lj 6 > 0 enligt Lemma 3.3,
sa att F(x) &r positivt definit for alla x € IR" som uppfyller [x—%| < 6.

For dessa x géller da att dven F(X + 0-(x—X)) &ar positivt definit for varje 6 € (0,1),
eftersom [(X+6-(x—%)) —%X| = |0-(x—%)| = 0-|x—%| < |x—%| <§.

Med hjalp av (3.10) erhalls da att for alla x € IR™ som uppfyller |[x—%X| < ¢ &r

f(x) = (%) + 3(x—%)TF(x + 0 (x—%)) (x %) > f(%), (3.11)

med likhet endast om x = %X. Dérmed &r % en (strikt) lokal minpunkt till f.



4 Konvexa funktioner

Ett optimeringsproblem &r i viss mening “godartat” om den malfunktion som ska minimeras
ar en konvex funktion och det tillatna omrade 6ver vilket minimering ska utféras ar en konver
méangd. En av flera trevliga egenskaper hos sddana problem &r att varje lokal optimallosning
aven ar en global optimallosning. I detta kapitel listas nagra viktiga egenskaper hos konvexa
funktioner.

Det 6ppna intervallet mellan 0 och 1 beteckas (0,1), dvs (0,1) ={t € R|0<t < 1}.

Def 4.1. En given méngd C C IR" ar konver om (1-t)x+tx € C
for varje val av X € C, x € C och t € (0, 1).

Def 4.2. Lat C C IR"™ vara en konvex méingd och f en reellviard funktion definierad pa C.
f ar en konvezr funktion pa C om foljande olikhet ar uppfylld for varje val av
xeC,xeCochte(0,1):

F(=0)% + %) < (1) (%) + Lf(x). (4.1)
En ofta anvandbar ekvivalent form pa ovanstaende olikhet &r foljande.

fERFt(x—%) < f(X)+1(f(x) - f(%) (4.2)

Man kan visa att om fi,..., fi, ar konvexa funktioner pa C och vy, ..., v, ar icke-negativa

reella konstanter, sa ar funktionen f definierad av f(x) = v1 f1(X) +. .. +Ym fm(x) konvex pa
C, liksom funktionen f definierad av f(x) = max{fi(x),..., fm(x)}. (Ett envariabelexempel:
Om fi(z) =1—z och fo(x) = o — 5 sa dr max{ fi1(z), fa(x)} = |z — 3] — 2, som &r konvex.)
Vidare ar da méngden {x € R | f;(x) <0, i =1,...,m} en konvex méangd.

Definitionen av konvexitet kan geometriskt tolkas som att varje linjar interpolation av en kon-
vex funktion ger till resultat en Gverskattning. (Exempelvis 3 f(%) + 5f(x) > f(3(X +x)).)
Foljande sats visar att for kontinuerligt deriverbara konvexa funktioner ligger varje tangent-
plan till funktionens graf under grafen, dvs varje (forsta ordningens) linjérisering av en konvex
funktion ger till resultat en underskatining.

Sats 4.1. Antag att C' C IR™ &r en given konvex méangd och att f &r en funktion som &r
kontinuerligt deriverbar pa C. Da ar f konvex pa C' om och endast om foljande olikhet
ar uppfylld for varje val av X € C' och x € C:

fx) = fR) + VIR (x - X). (4.3)

En kontinuerligt deriverbar envariabelfunktion f &r konvex pa ett givet intervall [a,b] C IR
om och endast om dess derivata f’ ar icke avtagande pa intervallet, dvs om och endast om
(f'(x1)—f'(x2))(z1—22) > 0 for alla x; och z2 i intervallet. Nésta sats utgor en generalisering
av detta till flervariabelfallet.



Sats 4.2. Antag att C' C IR™ ar en given konvex méangd och att f ar en funktion som &r
kontinuerligt deriverbar pa C. Da ar f konvex pa C' om och endast om foljande olikhet
ar uppfylld for varje val av X € C och x € C:

(Vf(x) = VI®)(x—-%) = 0. (4.4)

En tva ganger kontinuerligt deriverbar envariabelfunktion f ar konvex pa ett givet intervall
[a,b] € IR om och endast om dess andraderivata f” ar icke-negativ pa intervallet, dvs om
och endast om f”(z) > 0 for alla = € [a, b]. Foljande sats utgor en generalisering av detta till
flervariabelfallet.

Sats 4.3. Antag att C' C IR™ &r en given konvex méngd och att f ar en funktion som &r tva
ganger kontinuerligt deriverbar pa C'. Da &r f konvex pa C' om och endast om foljande
olikhet &r uppfylld for varje val av X € C och x € C:

(x —%)TF(&)(x — %) > 0. (4.5)
For specialfallet att C' = IR™ far vi foljande karakterisering av konvexa funktioner pa IR™:

Sats 4.4. Antag att f ar en funktion som &r tva ganger kontinuerligt deriverbar pa IR".
Da &r f konvex pa IR™ om och endast om Hessianen F(x) ar positivt semidefinit i
varje punkt x € IR"™.

Har kommer en optimeringstillampning av Sats 4.1:

Sats 4.5. Antag att funktionen f ar kontinuerligt deriverbar och konvex pa IR".
D4 dr % € IR" en global minpunkt till f om och endast om V f(%X) =0T,

Bevis: Antag forst att X ar en global minpunkt till f.

D4 dr % édven en lokal minpunkt till f, och da foljer fran Sats 3.2 att Vf(%x) =07,
Antag nu omvint att V(%) = 07.

Da ger Sats 4.1 att f(x) > f(%x) + Vf(X)(x — %) = f(X) for alla x € R",

vilket innebar att X ar en global minpunkt till f.



5 Newtons metod for minimering av en konvex flervariabel-
funktion

I detta avsnitt antar vi att f : IJR™ — IR ar en given funktion som ar tva ganger kontinuerligt
deriverbar och vars Hessian F(x) (dvs matris med andraderivator) &r positivt definit for alla
x € IR™. Vi antar dessutom att f(x) — oo da |x| — oo.

Dessa antaganden medfor att f &r en strikt konvex funktion med en unik global minpunkt
% € IR™. Denna unika minpunkt karakteriseras av att V f(%X) = 07, och vi ska i detta avsnitt
beskriva hur man med hjélp av Newtons metod kan bestdmma X numeriskt. Metoden ar
iterativ, sa det riicker att beskriva hur man utgiende fran iterationspunkten x(*) genererar
nésta iterationspunkt x*t1) . Startpunkten x(!) far anvindaren vilja efter bista formaga.

Givet iterationspunkten x(*) sa beriknas forst gradienten V f(x*)) och Hessianen F(x(*)).
Om Vf(x*)) = 07 sa har vi hittat var eftersékta minpunkt % och kan avbryta sokandet.
Fortséttningsvis antar vi darfor att Vf(x(*)) # 0T.

Andra ordningens Taylor-approximation av funktionen f i punkten x*), uttryckt i variabel-
vektorn d = x—x*) € R, ges av

fx+d) & f(x®) + Vi (x®)d + 3dTF(xP) d. (5.1)

Hogerledet i (5.1) &r en strikt konvex kvadratisk funktion som minimeras av den unika
16sningen till foljande ekvationssystem i d € IR™:

F(x*)d = —-vf(x")T, (5.2)

Lat den unika 16sningen till (5.2) heta d®). Eftersom V f(x®)) # 07 sa ar d®) # 0. Vidare ir
riktningsderivatan V f(x*)) d®) = —d®TEF(x®)d*) < 0, vilket visar att d*) &r en riktning
i vilken f avtar (se Lemma 3.1), dvs en sa kallad avtaganderiktning till f i punkten x (k).
Observera att detta bygger pa antagandet att F(X(k)) ar positivt definit!

Den naturliga kandidaten till nésta iterationspunkt &r nu x*) 4+ d®) som alltsd minimerar
den kvadratiska Taylor-approximationen av f i x(*) men d& kan man inte vara siker pa
att sekvensen av iterationspunkter kommer att konvergera. Béttre ar att lata nésta itera-
tionspunkt bestdmmas av

xF) = x®) g, dF), (5.3)
dar t; valjs (exempelvis) som det storsta av talen 1, %, %, ... for vilket
FP 4 1,d®) < f(x®). (5.4)

For att kunna bevisa att sekvensen x(¥) garanterat konvergerar mot den sokta optimala
16sningen X behover man faktiskt kréva lite mer &n (5.4). I praktiken (och pa tentor i denna
kurs!) duger dock (5.4).

For specialfallet n = 1, som betyder att f ar en envariabelfunktion, sa overgar ekvationssys-
temet (5.2) till den enkla ekvationen f”(z(*®))d = — f'(z®), varvid (5.3) 6vergar till

f(z®)
k) _ ty - Y (5.5)

D) _

med ¢ enligt ovan.



6 Newtons metod for minimering av icke-konvexa funktioner

Newtons metod anvénds &ven vid minimering av funktioner som inte ar konvexa. I princip kan
man dven da anvinda metoden som den beskrevs i forra avsnittet, med en viktig modifiering:

Eftersom f inte &r konvex kan det hinda att Hessianen F(x(®)) inte &r positivt definit, och
da #r det inte siikert att 16sningen d®) till ekvationssystemet (5.2) ér en avtaganderiktning
till malfunktionen. Om Hessianen F(x(*)) inte &r positivt definit méaste man dérfor modifiera
ekvationssystemet (5.2) genom att i detta ersitta matrisen F(x*)) med en ny matris som dels
&r positiv definit, dels approximerar F(x(*)) pa ett rimligt sitt. Det kanske enklaste exemplet
pa hur man kan gora ar att ersitta F(x*)) med F(x®)) + I, dér I &r enhetsmatrisen och
skaldren gy, valjs “tillrackligt stor” for att F(x(*)) + I ska bli positivt definit, men #nda
inte “onddigt stor”. De tekniska detaljerna for hur man véljer ug avstar vi fran har.

Vid minimering av en icke-konvex funktion (med exempelvis Newtons metod enligt ovan) sa
maste man ocksa vara medveten om att &ven om iterationspunkterna x (k) konvergerar snyggt
mot en punkt X, sa ar det inte sékert att X ar en global minpunkt till f(x). I normalfallet
ar X atminstone en lokal minpunkt, men om man har riktig otur med valet av startpunkt
kan det hénda att X bara &r exempelvis en sadelpunkt. Man bor darfor i praktiken helst lata
datorn upprepa metoden fran nagra olika startpunkter
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7 Newton—Raphsons metod for ickelinjara ekvationssystem

Vi paminner i detta kapitel om en vélkénd numerisk metod for ickelinjara ekvationssystem.

Betrakta foljande ekvationssystem i variabelvektorn x = (z1,...,2,)" € IR™
hl(X) = O,
: (7.1)
hn(x) =0,
dér hq,..., h, ar givna reellviarda funktioner som antas vara kontinuerligt deriverbara.

Minst en av dessa h; antas vara ickelinjar (annars ar ju (7.1) ett linjart ekvationssystem).
Observera det viktiga antagandet att systemet har lika manga ekvationer som variabler!

Newton—Raphsons metod for att sdka en l6sning till detta system é&r iterativ sa det racker
att beskriva hur man kommer fran en iterationspunkt x(*) till nésta iterationspunkt x(¢*1)
I den givna iterationspunkten x(*) linjériserar man forst de enskilda funktionerna h;,

dvs approximerar varje h;(x) med forsta ordningens Taylorpolynom i x (k).

hi(x) ~ hi(x®)) + Vh(x®)(x —x®)), i =1,... n. (7.2)

Med variabelbytet d = x — x®), dvs x = x*) + d, kan detta skrivas

hi(x®) 4+ d) ~ hy(x®)) + VR (x*)d, i =1,...,n. (7.3)
Lat h(x) € IR" vara en kolonnvektor med komponenterna h(x),. .., h,(x), och
lat Vh(x) vara en nxn-matris med raderna Vhi(x),..., Vh,(x), dvs
[ Oh oh i
h(x) e ¥ g )
h(x) = : och Vh(x) = : f . (7.4)
hin (%) Ohn ( y . O
| 7z, ™ oz, |

Da kan ekvationssystemet (7.1) kortfattat skrivas
h(x) =0, (7.5)
medan approximationerna (7.3) kan skrivas pa formen
h(x® + d) ~ h(x®) + Vh(x®) d. (7.6)

I Newton Raphsons metod léser man nu ekvationssystemet h(x*)) + Vh(x®*))d = 0,
som ekvivalent kan skrivas
Vh(x®)d = —h(x®). (7.7)

Detta r ett linjart ekvationssystem i vektorn d € IR"™. Det har en unik 16sning d®) om den
kvadratiska matrisen Vh(x*)) &r ickesingulir (dvs om dess kolonner &r linjért oberoende,
vilket de &r i “normalfallet”).
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Om d® #r 16sningen till (7.7) sa ges nista iterationspunkt idealt av
(D) — x(B) 4 q®) (7.8)

s att h(x®)) 4+ Vh(x®)(xk+) - x#®)) = 0.

Men om man anvinder uppdateringsformeln (7.8), och har en dalig startpunkt, sa kan det
pa vissa problem intréiffa att sekvensen av iterationspunkter divergerar. Darfor brukar man
i stéllet for (7.8) anvénda sig av formeln

xFD = x®) 4 4,.a®), (7.9)
dar t; exempelvis véljs som det storsta av talen 1, %, %, ... for vilket
Ih(x® + t,d™)?> < n(x®)[2. (7.10)

Om den kvadratiska matrisen Vh(x®) #r ickesingulér och h(x®)) # 0 sa #r (7.10) uppfyllt
for alla tillrackligt sma ¢ > 0.

Om man startar “tillrackligt néra” en losning till ekvationssystemet (7.1) sa ar Newton—
Raphsons metod ofta mycket effektiv. Men i det allménna fallet &r det inte sidkert att
sekvensen av iterationspunkter konvergerar mot en lésning till ekvationssystemet (7.1), &ven
om det finns en sddan 16sning. Det kan exempelvis handa att sekvensen konvergerar mot en
punkt % som #r en lokal men inte global minpunkt till [h(x)|?, med h(%X) # 0. I detta fall &r
Vh(X) singulér.
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8 Ickelinjara minsta-kvadratproblem och Gauss—Newtons metod

I detta avsnitt ska vi behandla sa kallade ickelinjdra minsta-kvadratproblem. Dessa dyker
upp i manga olika tillampningar, bland annat nar man ska anpassa en matematisk modell till
givna métdata. Man behover da bestamma varden pa vissa parametrar i modellen, och detta
ska goras pa ett sadant sdtt att avvikelserna mellan modell och métdata blir s4 sma som
mojligt. Detta uttrycks ofta som att man vill minimera en kvadratsumma av avvikelserna.

Om parametrar ingar linjart i modellen far man ett linjart minsta-kvadratproblem. Denna
(relativt enkla) typ av problem har vi redan behandlat i kursavsnittet Kvadratisk optimering.
Om déremot parametrarna ingar pa ett ickelinjéart sétt i modellen (vilket inte &r ovanligt) far
man ett ickelinjart minsta-kvadratproblem. Sadana problem kan skrivas pa formen

minimera f(x) = 2 37 (hi(x))?, (8.1)

dar hq,..., hy, ar givna funktioner fran IR™ till IR. Faktorn % ar instoppad for att forenkla
vissa kommande uttryck. Vanligtvis &r m betydligt storre dn n, sa att antalet funktioner
h; ar betydligt storre &n antalet variabler ;. Vid modellanpassning svarar detta mot att
antalet matdata ar betydligt storre an antalet parametar som ska bestdmmas.

En ofta relevant tolkning av optimeringsproblemet (8.1) &r att vi egentligen skulle vilja 16sa
det ickelinjara ekvationssystemet

(8.2)
hm(x) =0,

men eftersom antalet ekvationer (m st) &r storre dn antalet variabler (n st) sa finns det typiskt
ingen l6sning till detta system. D& ar det naturligt att soka efter en 16sning x som bryter “sa
lite som mojligt” mot (8.2), exempelvis en optimal 16sning till (8.1). (Notera att om systemet
(8.2) skulle raka ha en 16sning X sa &r X en globalt optimal 16sning till problemet (8.1).)

Hér foljer ett konkret exempel pa ett ickelinjart minsta-kvadratproblem:

Antag att man vill bestdmma koordinaterna (x1, x2) for en punkt Py med hjilp av uppmétta
avstand by, ..., by, till Py fran var och en av m st referenspunkter Py, ..., P, som har kdnda
koordinater. Antag speciellt att m = 4, att punkterna Py, P>, P3 och P4 har koordinaterna
(—40, 30), (40, 30), (—30,—40) resp (30, —40), och att motsvarande uppmétta avstand ar
bl = 51, b2 = 52, b3 =48 resp b4 = 49.

Helst skulle vi har vilja bestdmma x1 och xo sa att

x9 — 30)2 — 51 =0,

)
79 — 30)2 — 52 =0,

(8.3)
)
)

x9 +40)2 — 48 = 0,

+
+ (
+
+ (g + 40)2 — 49 = 0.
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Men eftersom de uppmaéatta avstanden b; inte ar exakta utan innehaller okdnda matfel sa gar
det inte att bestimma x = (x1, x2)7 som exakt uppfyller alla fyra ekvationerna h;(x) = 0.
I stéllet betraktar vi minsta-kvadratproblemet (MK-problemet)

minimera f(x) = $(h1(x)% + ha(x)? + h3(x)% + ha(x)?). (8.4)
Eftersom funktionerna h; &r ickelinjéra i z; och x9 sa dr (8.4) ett ickelinjart MK-problem.

Aven om man i princip kan anvinda Newtons metod (eventuellt modifierad enligt avsnitt 6
ovan) for att minimera f(x) definierad av (8.1), sa ar det oftast bade enklare och effektivare
att anvinda den sa kallade Gauss—Newtons metod, som battre utnyttjar den speciella struktur
som problemet har. Denna metod kan tolkas pa tva olika satt. Vi ska har ge béigge dessa
tolkningar, och bérjar med den tekniskt enklaste.

Metoden &r iterativ, sa det ricker att beskriva hur man kommer fran en iterationspunkt x(*)
till nésta iterationspunkt x(++1)

I den givna iterationspunkten x(*) linjériserar man forst de enskilda funktionerna h;,

dvs approximerar varje h;(x) med forsta ordningens Taylorpolynom i x (k).

hi(x) ~ hi(x®)) + Vh(x®)(x = x®)), i =1,...,m. (8.5)
Med variabelbytet d = x — x(®) | dvs x = x(*) + d, kan detta skrivas
hi(x® 4+ d) ~ hy(x*®) + Vh;(x*hd, i=1,...,m. (8.6)
Lat h(x) € IR™ vara en kolonnvektor med komponenterna hj(x), ..., hn(x), och
lat Vh(x) vara en m xn—matris med raderna Vhi(x),..., Vh,(x), dvs
B 8h1 3h1 T
hi(x) Tm(x) e Txn(x)
h(x) = : och Vh(x) = : : . (8.7)
oh oh
B (%) hm . m
L Ox1 () 0z, (x) J

D4 kan malfunktionen kortfattat skrivas f(x) = 1 |h(x)[?, medan approximationerna (8.6)

kan skrivas pa formen

h(x® + d) ~ h(x®) + Vh(x®) d. (8.8)
Motsvarande approximation av malfunktionen f(x) ar da
Fx® 4 d) =L h(x®+d)]2 = L |h(x®) + Vh(x®)d]? = L AW - bR, (8.9)

dér vi infort matrisen A®) = Vh(x®)) och vektorn b®) = —h(x®)). I Gauss-Newtons metod
minimerar man nu hogerledet i (8.9), dvs loser foljande problem i variabelvektorn d € IR™:

minimera 1 |A®d — b*)|2. (8.10)

Men detta &r ett linjart minsta-kvadratproblem, som enligt avsnittet om kvadratisk optimer-
ing &ar ekvivalent med normalekvationerna AKX TAK)d = ARTh dvs

Vh(x")Tvh(x*)d = —Vh(x®)Th(x*). (8.11)
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Om d® #r en 16sning till (8.11) sa ges niista iterationspunkt av

xFHD = x(k) 4 ¢, ) (8.12)
dér ¢ exempelvis viljs som det storsta av talen 1, ;, }l, ... for vilket
Fx® 4 tpd®) < f(x®). (8.13)

Om kolonnerna i Vh(x*)) &r linjért oberoende (vilket &r uppfyllt i “normalfallet” eftersom
m > n) sa ar matrisen Vh( NTYh(x*)) positivt definit, varvid 16sningen d(®) till (8.11)
ar unik. Om dessutom d®) #£ 0 sa &r (8.13) uppfyllt for alla tillréickligt sma ¢z, > 0.

Den andra tolkningen av Gauss—Newtons metod utgar fran att gradienten och Hessianen av
malfunktionen f(x) = %\h(x)|2 kan skrivas pa foljande form (efter en del kalkyler som vi
hoppar 6ver hér):

Vf(x) = h(x)"Vh(x), (8.14)
F(x) = Vh(x)"Vh(x +Zh (8.15)

dar H;(x) &r Hessianen till funktionen h;.

Om nu F(x®) ar positivt definit, dir x*) &r den aktuella iterationspunkten, si kan man
anviinda Newtons metod, dvs bestimma en sokriktning d®¥) ur ekvationssystemet:

m

(Vh(x(k))TVh(x(k)) +) h,»(x(k))Hi(x(k))) d = —Vh(x®)Th(x®). (8.16)

i=1

Om F(x®) inte &r positivt definit sa maste man modifiera (8.16) enligt kapitel 6 ovan.
I manga fall r det dock rimligt att géra approximationen

F(x®) ~ Vh(x®)Tvh(x®), (8.17)

och allsa bortse fran summan ", k;(x®))H;(x*)) i (8.16). Vid exempelvis modellanpassning
ar det troligt att varje h;(x) ar “ganska liten”, atminstone efter nagra iterationer om modellen
ansluter val till data. Det kan ocksa i vissa fall vara sa att funktionerna h; ar “néstan
linjéra”, sa att andraderivatorna &r sma. Om vi anvander approximationen (8.17) sa 6vergar
ekvationssystemet (8.16) till ekvationssystemet

Vh(x®)Tvh(x®)d = —Vh(x®)Th(x*)), (8.18)

vilket dr detsamma som (8.11) ovan.
En viktig férdel med Gauss-Newtons metod (8.18), jamfort med Newtons metod (8.16), ar
forstas att man inte behover berdkna nagra andraderivator.
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Vi atervander nu till exemplet i borjan av kapitlet, dar funktionerna h; gavs av (8.3).
Detta problem ska angripas med Gauss—Newtons metod.

Antag att vi startar i x(1) = (0,0)T. Da ar h(xM) = (-1,-2, 2, 1)T och f(X(l)) =0.
x9 + 40 . Ohs

. , . 3 1
Vidare ar exempelvis —(x) = , sa att — x(M) 0.8.
P 8962( ) V(71 +30)2 + (22 + 40)?2 33:2( ) 50
0.8 —0.6
e . ay_ | —0.8 —0.6
Motsvarande kalkyler for 6vriga forstaderivatorna ger att Vh(x'") = 06 0.8
—0.6 0.8

20 (d) (14 . W _ (07
Systemet (8.11) blir da [0 2] <d2> = <4.2>, med 16sningen d'*) = 91 )

Vi provar enhetssteget (t; = 1) och sétter x(?) = x(1) 4+ ¢,d®M = x(M) 4 40 = (_g:)

Da ir h(x®) = (-0.2565, —0.1647, —0.0949, —0.2260) T och f(x?) = 0.0765 < f(x(),
sa enhetssteget gick bra. Darmed har vi utfort en fullstandig iteration.
De fortsatta rékningarna ar jobbiga att utféra for hand, sa vi avbryter hér.

Man bor vara medveten om att problemet (8.1) i allménhet inte &r ett konvext problem.
Déarfor kan man normalt inte vara siker pa att hitta en globalt optimal 16sning till (8.1).
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