Krister Svanberg, mars 2012

1 De fyra fundamentala underrummen till en matris

1.1 Definition av underrum

En given delméngd M av IR"™ sidges vara ett underrum i IR"™ om foljande géller:
For varje vi € M, vo € M, a1 € IR och ay € IR sa giller att ag-vy + ag-ve € M.

Fran denna definition foljer att om vektorerna vi,..., vy samtliga tillhér underrummet M
sa kommer varje linjairkombination av dessa vektorer ocksa att tillhéra M.

1.2 Baser till underrum

Lat vi,..., vy vara k st givna vektorer i underrummet M, dvs v; e M fori=1...k.
Vi, ..., Vi sages spanna upp M om varje vektor w € M kan skrivas som en linjarkombination
av dessa vektorer, dvs om det for varje vektor w € M finns k st tal «q,...,q; sadana att

a1°V]i+ -+ Qo V = W. (11)

Om vektorerna vi,..., vy dessutom &r linjart oberoende, sa sidges de utgora en bas till M.
En bas till ett underrum M bestar alltsa av ett antal vektorer som dels alla tillhér M,
dels spénner upp M, dels ar linjart oberoende.

Om vq,...,vg utgdr en bas till M sa giller att varje vektor w € M pa ett unikt satt kan
skrivas som en linjairkombination av basvektorerna vi,...,vg. Att varje w € M verkligen
kan skrivas som en linjarkombination foljer av att basvektorerna spanner upp M. Att denna
framstallning ar unik foljer av att basvektorerna ar linjart oberoende.

1.3 Dimensionen pa ett underrum

Ett urartat underrum i IR™ &r M = {0}, dvs underrummet som bara bestar av nollvektorn.
Till detta urartade underrum finns ingen bas, men till varje annat underrum i IR"™ kan man
visa att det finns minst en bas.

Man kan ocksa visa att om vi,...,v; och uy,...,u, ar tva olika baser till samma underrum
sa dr k = p. Alla baser till ett givet underrum innehaller alltsad samma antal basvektorer.
Detta gemensamma antal kallas dimensionen for underrummet.

Alltsa: Om M ar ett underrum i IR™ och vy, ..., vg utgor en bas till M sa séiges
dimensionen pa underrummet M vara = k. Detta skrivs dim M = k.
Alternativt séger man att M ar ett k-dimensionellt underrum i R"™.

Det urartade underrummet M = {0} sdges vara 0-dimensionellt.

Exempel: Om M ir ett underrum i IR? s& dr M antingen hela IR? (3-dimensionellt) eller
ett plan genom origo (2-dimensionellt) eller en rét linje genom origo (1-dimensionellt) eller
enbart punkten origo (0-dimensionellt).



1.4 Ortogonala komplementet till ett underrum

Om M ir ett givet underrum i IR™ sa definieras M~ som méngden av alla vektorer y
som ar ortogonala mot alla vektorer z i M, dvs

Mt ={ycR"|y'z=0 forallazc M}. (1.2)

M kallas ortogonala komplementet till underrummet M.

Mt dr ocksé ett underrum i IR™, ty om u € M+, ve M+, a€ Roch B € R
s& giller for varje z € M att (a-u+3-v)Tz=a-(u'z)+3-(v'z) = a0+ 3-0=0,
vilket visar att a-u + 5-v € ML,

Lat M vara ett givet underrum i IR". Da kan man visa att foljande géller:

1. Till varje x € IR" finns ett unikt z € M och ett unikt y € M* sadana att x =z +y.
2. Ortogonala komplementet till M+ & M, dvs (ML)L = M.
3. Om dimM =k sa ir dim M+ =n — k.

Exempel: Antag att IR" = IR dvs n = 3. Om M = IR? (3-dim) sa &r M+ = {0} (0-dim).
Om M = {0} (0-dim) s #r M+ = IR3 (3-dim). Om M ir ett plan genom origo (2-dim) s&
ir M+ den rita linje genom origo (1-dim) som #r vinkelrdit mot detta plan. Om M ir en
rit linje genom origo (1-dim) s& &r M det plan genom origo (2-dim) som #r vinkelritt mot
denna linje.

1.5 De fyra underrummen till en matris

Det finns fyra stycken naturliga underrum svarande mot matrisen A, namligen kolonnrummet
(dven kallat bildrummet), radrummet, nollrummet och vanstra nollrummet.

Radrummet och nollrummet ar underrum i IR™ medan de tva andra ar underrum i IR™. Fore
definitionen av dessa kommer har lite beteckningar:

Lat A € IR™ ™ vara en given matris, lat &4; beteckna den j:te kolonnen i A och lat a;
beteckna den i:te raden i A, dvs
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1.6 Kolonnrummet R(A) till en matris A (= bildrummet)

Bildrummet till en given matris A € IR™*™ definieras pa foljande sétt:
R(A) ={Ax |x € R"}, (1.3)

dvs R(A) = méngden av alla “bilder” Ax som erhalls da x sveper éver IR".
(Pa engelska séger man “the range of A”, vilket forklarar bokstaven R.)

En ekvivalent definition &r att u € R(A) om och endast om ekvationssystemet
Ax = u har minst en 16sning x € IR".

Eftersom Ax &r en linjdrkombination av kolonnerna i matrisen A sa utgoér R(A)
méngden av alla sddana linjarkombinationer, dvs

R(A) ={> &z, |z; € IR for alla j}. (1.4)
j=1

Av detta skél brukar R(A) &ven kallas kolonnrummet till A.

R(A) utgor ett underrum i IR™, ty om u € R(A) och v € R(A) sa finns det
(minst) ett y € IR™ och (minst) ett z € IR" sadana att Ay =u och Az =v,

och da ar A(ay + (-z) = a-Ay + 5-Az = a-u+ (-v for alla reella tal a och 3,
vilket betyder att a-u+ 3-v € R(A) for alla reella tal a och 3.

Om kolonnerna &y, ...,4, i A ar linjart oberoende sa utgér de en bas till R(A).
I detta specialfall ar alltsa dimR(A) = n.

1.7 Radrummet R(A") till en matris A

Radrummet till en given matris A € IR™*™ definieras som bildrummet till den
transponerade matrisen AT, dvs

R(AT) = {ATu|ue R™). (1.5)
En ekvivalent definition #r att y € R(AT) om och endast om ekvationssystemet
ATu =y har minst en 16sning u € R™.

Eftersom ATu ir en linjirkombination av kolonnerna i matrisen A" sa utgér R(AT)
méangden av alla sddana linjarkombinationer, dvs

R(AT) = { Zﬁiui | u; € IR for alla i}. (1.6)
i=1

Men kolonnerna i AT #r desamma som raderna i A, fast transponerade.
Darav namnet radrummet.

R(AT) utgor ett underrum i IR™.
Beviset av detta &r helt analogt med beviset av att R(A) &r ett underrum.

Om raderna i A #r linjért oberoende sa ér kolonnerna i AT linjirt oberoende,
och d& utgdr dessa kolonner aj, . .., a,, en bas till R(AT).
I detta specialfall #ir alltsa dim R(AT) = m.



1.8 Nollrummet AV (A) till en matris A

Nollrummet till en given matris A € IR™*" definieras pa foljande sétt:
N(A)={xe R"| Ax = 0}. (1.7)

Eftersom 4:te komponenten i vektorn Ax kan skrivas (Ax); = &) x s utgér N'(A)

méangden av alla vektorer x som ar ortogonala mot var och en av vektorerna a;, dvs

NA)={xeR"|ax=0 fori=1,...,m}. (1.8)

N(A) utgor ett underrum i IR"™, ty om y € N(A) och z € N(A) sa & Ay = 0 och
Az =0, ochdaér A(ay + -2) = a-Ay + 5-Az = 0 for alla reella tal a och S,
vilket betyder att a-y + 3-z € N(A) for alla reella tal o och 3.

Om kolonnerna i A ar linjart oberoende sa har det homogena ekvationssystemet Ax =0
endast 16sningen x = 0. I detta specialfall ar alltsa N (A) = {0} och dim N (A) = 0.

1.9 Vinstra nollrummet N (AT) till en matris A

Vinstra nollrummet till en given matris A € IR™*™ definieras som nollrummet till den
transponerade matrisen AT, dvs

N(AT ={ue R" | ATu = 0}. (1.9)
Genom att transponera bigge leden i ATu = 0 erhalls u'A = 07, vilket betyder att

NAHY ={ue R™" |u'"A=0"}. (1.10)
Vi har alltsa att u € N(AT) om och endast om u ir transponatet av en radvektor u'
med egenskapen att om den fran vanster multiplicerar matrisen A sa blir resultatet
nollradvektorn. Darav namnet vénstra nollrummet till A.

Eftersom j:te komponenten i vektorn ATu (och j:te komponenten i vektorn u'A)

kan skrivas (ATu); = é}-u sa utgor N (AT) mingden av alla vektorer u som ir

ortogonala mot var och en av vektorerna &a;, dvs

NAT) ={ue R |[aju=0forj=1,...,n}. (1.11)

N(AT) utgor ett underrum i IR™.
Beviset av detta dr helt analogt med beviset av att A'(A) ar ett underrum.

Om raderna i A &r linjért oberoende sa ér kolonnerna i AT linjirt oberoende,
och da har det homogena ekvationssystemet ATu = 0 endast 16sningen u = 0.
I detta specialfall &r alltsa N'(AT) = {0} och dim N'(AT) = 0.



1.10 Samband mellan de fyra underrummens dimensioner

Det finns intressanta samband mellan de fyra fundamentala underrummens dimensioner.
Vi upprepar att om M ar ett underrum i IR™ sa betecknar dim M dimensionen pa M.
I hela detta avsnitt antar vi att A € IR™*™ &r en given matris med m rader och n kolonner.

Det forsta sambandet ar att
dimR(A) + dim N (A) = n.
Det andra sambandet, som foljer ur (1.12) genom att byta ut A mot AT, ir att
dim R(AT) 4 dim N (AT) = m.

Det tredje sambandet ar att
dimR(A) = dim R(AT).

Lat r beteckna dimensionen pa kolonnrummet till A.
Da kan ovanstaende samband uttryckas pa foljande vis:

dimR(A) = r,
dimR(AT) = r,
dimN(A) = n—r,
dimN(AT) = m—7r.

Det inforda talet r brukar kallas rangen for matrisen A.

En intressant konsekvens av dessa samband &r foljande bada ekvivalenser.

Kolonnerna i A spanner upp IR™ < Kolonnerna i AT r linjért oberoende.

Kolonnerna i AT spanner upp IR" < Kolonnerna i A ir linjért oberoende.

Den forsta ekvivalensen svarar mot att » = m och den andra mot att » = n.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



1.11 De fyra underrummens ortogonala komplement

Enligt (1.4) bestar R(A) av alla linjirkombinationer av kolonnerna i A, och enligt (1.11)
bestar AN'(AT) av de vektorer som #r ortogonala mot kolonnerna i A. Darfor &r det vil
intuitivt troligt att dessa bada underrum &r varandras ortogonala komplement.

Likasa bestar R(AT) enligt (1.6) av alla linjirkombinationer av kolonnerna i AT, medan
N (A) enligt (1.8) bestéar av de vektorer som #r ortogonala mot kolonnerna i AT, vilket
val gor det troligt att d&ven dessa bada underrum &r varandras ortogonala komplement.
Att dessa gissningar ar riktiga kan bevisas pa foljande satt.

weER(A & wlu=0firallauec R(A) & w'(Ax) =0 for allax € R" <

& x(ATw)=0frallax€ R" & ATw=0 & wec N(AT). Alltsa ir R(A)T = N (AT).
Direfter erhalls, mha riikneregeln (ML)t = M, att N (A7) = (R(A)1)+ = R(A).
Genom att 6verallt i ovanstaende resonemang byta plats pa A och AT, erhalls pa
motsvarande sitt att R(AT)L = A(A) och N(A)L =R(AT).

Vi har alltsa foljande viktiga resultat

RA)} = N(AT),
RAT: = N(A),
N(A)i _ R(AT), (1.18)
/\/'(AT)L = R(A).

Eftersom R(A) och N(AT) #r varandras ortogonala komplement i IR™ si maste summan
av dessa bada underrums dimensioner vara m, och eftersom R(AT) och N'(A) #r varandras
ortogonala komplement i IR™ sa maste summan av dessa bada underrums dimensioner vara
n. Men detta stdmmer utmaérkt, ty enligt sammanstéllningen i (1.15) &r

dimR(A) + dim N (AT) = r+ (m —7) =m och dimR(AT) +dimN(A) =7+ (n—7) =n.



2 Baser till de fyra fundamentala underrummen

I detta kapitel visas hur man kan bestdmma baser till de fyra fundamentala underrummen.
P& kopet erhalls en repetition av Gauss-Jordans metod. Vi inleder dock med ett teoretiskt
resultat.

2.1 Ett inledande resultat angaende rangen av en faktorisering

Sats: Om matrisen A € IR™*" kan faktoriseras pa formen A = BC, dar B € IR™*" har
linjdrt oberoende kolonner (r st) och C € IR"™"™ har linjart oberoende rader (r st),
sa har bade A och AT rangen r. Vidare giller da att

N(A) = N(O),
N(AT) = N(BT), o)
R(A) = R(B),
R(AT) = R(CT).

Bevis: Den forsta av dessa fyra relationer visas s& hér:

xeN(C) = Cx=0 = BCx=0 = Ax=0 =xeN(A), och

xeN(A) = Ax=0 = (BC)x=B(Cx)=0 = Cx=0 =xecN(C),

dér den nést sista implikationen foljer av att B har linjart oberoende kolonner.

Den andra av de fyra relationerna visas sa hér:

yeENBT) = B'ly=0 = C'B'y=0 = Aly=0 =yecN(AT), och
YyENAT) = Aly=0 = (C'BN)y=C'"B'y)=0 = B'y=0 =ycN(BT),
dér den nist sista implikationen foljer av att CT har linjirt oberoende kolonner.
Dérefter erhalls de aterstaende tva relationerna pa foljande sétt mha (1.18):

R(A) = NANHL = N(BT)L =R(B) och R(AT) =N(A)+ =N (C)L =R(CT).
Det aterstar att visa att A och AT bada har rangen r.

Eftersom kolonnerna i B ar linjart oberoende, sa utgor dessa r st kolonner

en bas till R(B) , och dérmed &ven en bas till R(A) (eftersom R(A) = R(B)).
Saledes ar dimR(A) = r, vilket &r just definitionen av att A har rangen r.
Eftersom kolonnerna i CT #r linjért oberoende, sa utgor dessa r st kolonner

en bas till R(CT) , och dirmed &ven en bas till R(AT) (eftersom R(AT) = R(CT)).
Saledes dr dim R(A") = r, vilket &r just definitionen av att AT har rangen r.

Aven omvindningen till ovanstiende sats géller, dvs om matrisen A € IR™*" har rangen r
sa kan den faktoriseras pa formen A = BC, diar B € IR™*" har linjart oberoende kolonner
och C € IR"™™ har linjart oberoende rader. Detta bevisas i nésta avsnitt, tillsammans med
en metod for hur man utgaende fran en given matris A kan berakna matriser B och C med
ovanstaende egenskaper.



2.2 En faktorisering baserad pa Gauss—Jordans metod

I Gauss—Jordans metod utfors en sekvens av s k tillatna radoperationer som transformerar
matrisen A € IR™*" till en ny matris T € IR™*"™ pa sa kallad trappstegsform.

1 2 4 5 =3
2 4 3 5 -1
Exempel 2.1 Antag att A = s 6 2 5 1

4 8 1 5 3
Vi ska anvinda Gauss—Jordans metod for att overfora denna matris till trappstegsform.

Addition av —2 ganger forsta raden till andra raden, samt addition av —3 ganger forsta raden
till tredje raden, samt addition av —4 ganger forsta raden till fjarde raden, ger till resultat
matrisen -~ ~
1 2 4 5 =3
0o 0 -5 -5 5
0 0 —10 —-10 10
|0 0 —-15 —-15 15
d

Multiplikation av andra raden med faktorn —1/5 ger till resultat matrisen

2 4 5 —-3]
0o 1 1 -1
0 —10 —10 10
0 —15 —15 15 |

o O O =

Addition av —4 ganger andra raden till férsta raden, samt addition av 10 ganger andra raden
till tredje raden, samt addition av 15 ganger andra raden till fjirde raden, ger till resultat
matrisen

1 2 0 1 1
o 0 1 1 -1
0O 0 0 0 O

0O 0o 0 0 O

Nu ar A 6verford till trappstegsform med tva trappstegsettor, namligen 1:orna i kolonnerna
nummer 1 och 3.

Sekvensen av tillatna radoperationer som 6verfor A till T motsvarar att man fran vénster
multiplicerar A med en viss matris P € IR™*™ som &ar kvadratisk och inverterbar. Med
S = P! ir alltsa

PA =T och A=ST. (2.2)

Lat r beteckna antalet “trappsteg” i matrisen T, lat £ = m—r och lat k = n—r.

Var och en av de r st speciella kolonner i T som svarar mot ett trappsteg bestar av exakt
en 1l:a och resten O:or. De ¢ = m—r sista raderna i T bestar av enbart 0:or.

Lat U € IR"*™ vara den matris som erhalls om man tar bort dessa £ st nollrader fran T,
och 14t Oy, € IR™™ beteckna nollmatrisen bestaende av just dessa borttagna nollrader.
Da kan T skrivas som en blockmatris med de tva blocken U och Oyy,,, dvs

T—| Y ] (2.3)

OZXn




Lat f1 < B2 < --- < B, vara numren pa de kolonner i T som svarar mot trappsteg,
lat 11 < 19 < --- < v vara numren pa de 6vriga kolonnerna i T (k =n—r),

lat ay,...,a, vara de n st kolonnerna i matrisen A € IR™*",

lat uy,...,u, vara de n st kolonnerna i matrisen U € IR"*",

lat Ag € JR™*" vara en matris med kolonnerna ag,,...,ag,,

lat Us € IR™" vara en matris med kolonnerna ug,,...,ug,, och

lat U, € IR™* vara en matris med kolonnerna u,,, ... Uy, -

Dééil"Ag: [agl---aﬁr] och Uﬁ: [UmH-U@,] = [el---er] :Irxra

dér eq,...,e, ar de r st kolonnerna i enhetsmatrisen I,, € IR"™™".

U Uy
= PAB = =
O€><n O£><r

Fran detta foljer att kolonnerna i Ag ér linjart oberoende, ty vi har implikationerna

Vidare har vi att

ITXT

OZXT

PA=T= . (2.4)

ITXT

Agy=0 = PAgy=0 = [ ]y:0:>1r><ry:0:>y:07

Ixr

vilket visar att den enda l6sningen till Agy =0 ary = 0.

Vidare ar raderna i U linjart oberoende, ty

y'u=0" = yTngoT = y Ly, =0" = y=0.

U
Med S = P! &r, enligt (2.2) och (2.3), A=ST =S [ ]
Ixn

Om man delar upp matrisen S € IR™*™ i tva block S; € IR™*" och Sy € IR™*Y,
bestaende av de r forsta respektive de /¢ sista kolonnerna i S, sa far man att

A=ST=[8, SQ][ o
Ixn

] =51U + S20¢x, = S:U.

Att A = S1U medfor speciellt att Ag = S1Ug = S11,», = S1, och ddrmed galler att
A =AzU. (2.5)

Enligt satsen i avsnitt 2.1 ovan betyder detta att matriserna A och AT har rangen r.
Rangen for matrisen A 6verensstammer alltsa med antalet trappstegsettor i matrisen T.
Men relationen (2.5) medfor ocksa att omvandningen till nyssndmnda sats géller, dvs:

Sats: Om matrisen A € IR™*" har rangen r sa kan den faktoriseras pa formen A = BC,
dar B € IR™*" har linjirt oberoende kolonner och C € IR"™*"™ har linjért oberoende rader.

Bevis: Ett mojligt val ar enligt ovan B = Ag och C = U (men det finns &ven andra val).



2.3 En bas till R(A) och en bas till R(A")
Med hjalp av faktoriseringen (2.5) och satsen i avsnitt 2.1 sa foljer direkt att

R(A) = R(Ap) och

R(AT) = R(UT). (26)

Det betyder att kolonnerna ag,,...,ag, i matrisen Ag utgor en bas till underrummet R(A),
medan kolonnerna i matrisen UT utgér en bas till underrummet R(AT).

2.4 En bas till N (A)

Vi har att N(A) = R(AT)+ = R(UT)+ = NV (U).

Enligt (1.15) galler att dim N (A) =n —r = k, sa for att bestimma en bas till N'(A)
behdver man bestdmma k st linjart oberoende vektorer i N'(A), dvs i N (U).

n
Forst konstaterar vi att x e /(U) & Ux=0 < Zujxj =0 &
j=1

r k
<~ Zuﬁixm + Zuwww =0 & Usxg+Ux, =0 & Luxg+Uyx, =0,
i=1 i=1

dar xg € IR" betecknar kolonnvektorn med komponenterna zg,,...,zg,,
medan x, € IRF betecknar kolonnvektorn med komponenterna z,,, ..., %,

Eftersom N(A) = N(U) har vi alltsa att

et

xeNA) & x3=-Uyx,. (2.7)

For varje enskilt j € {1,...,k} bestimmer man nu en vektor x € N'(A) pa foljande sétt:
x, =e; och x5=-U,e; = —u,,. (2.8)

Vektorn x € IR" bestdmd pa detta sitt betecknas z;. Da giller alltsa att z; € N'(A).
Vidare ar zy, ...,z linjart oberoende, ty om w = z1t; + - - - 4 zt; sa galler for

varje j € {1,...,k} att w,; = t;, vilket betyder att det enda siittet att erhalla w = 0
dr att lata alla t; = 0. (w,, betecknar v;:te komponenten i vektorn w € IR".)

De k st vektorerna zq, ...,z utgoér dirmed en bas till N'(A).

2.5 En bas till N(A")

Nu vet vi alltsa hur man bestdmmer en bas till N (A) genom att forst transformera A till
trappstegsform med Gauss—Jordans metod och sedan anvidnda metodiken i avsnitt 2.4 ovan.
Men da kan man forstas pa motsvarande sitt utga fran matrisen AT, transformera denna till
trappstegsform med Gauss-Jordans metod, och sedan bestdmma en bas till N/(AT).

P4 képet far man da dels en ny bas till R(AT), dels en ny bas till R((AT)T) = R(A).
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1 2 4 5 -3

: 2 4 3 5 -1

Exempel 2.2 Antag som i Exempel 2.1 att A = 3 6 2 5 1
4 8 1 5 3

Vi ska bestamma baser till de fyra fundamentala underrummen for denna matris.

Gauss—Jordans metod gav i Exempel 2.1 att

1 2 0 1 1
0o 0 1 1 -1 1 2 0 1 1

T=10 0 0 o ol ™U=l¢g o 1 1 1
O 0 0 0 0

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs i vart fall kolonnerna nummer 1 och 31 A,
dvs de tva vektorerna (1, 2, 3, 4)T och (4, 3, 2, 1)T.

En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vilja kolonnerna i UT,
dvs de tva vektorerna (1, 2, 0, 1, 1)T och (0, 0, 1, 1, —1)T.

En bas till M(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:

Forst sitts xo = 1 och x4 = x5 = 0, medan x1 och z3 véljs sa att Ux = 0.
Det ger den forsta basvektorn (=2, 1, 0, 0, 0)7.

Sedan sétts z4 = 1 och x9 = x5 = 0, medan z1 och z3 véljs sa att Ux = 0.
Det ger den andra basvektorn (—1, 0, —1, 1, 0)T.

Sluligen sétts x5 = 1 och 9 = x4 = 0, medan z1 och x3 valjs sa att Ux = 0.
Det ger den tredje och sista basvektorn (—1, 0, 1, 0, l)T.

For att bestimma en bas till A'(AT) anviinder man férst Gauss—Jordans metod pa matrisen

>

Il
W U N =
— Ot W N
= ot N O W
W Ul 4 00 &~

for att overfora denna till trappstegsform.

Addition av —2 ganger forsta raden till andra raden, samt addition av —4 ganger forsta raden
till tredje raden, samt addition av —5 ganger forsta raden till fjarde raden, samt addition av

3 ganger forsta raden till femte raden, ger till resultat matrisen

1 2 3 4
0 0 0 0
0 -5 —-10 -15
0 -5 —-10 —-15
0 5 10 15
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Har later vi raderna nummer 2 och 3 byta plats. Det ger till resultat matrisen

1 2 3 4
0 -5 —-10 -15
0 0 0 0
0 -5 —-10 -15
0 5 10 15

Multiplikation av andra raden med faktorn —1/5 ger till resultat matrisen

1 2 3 4
0 1 2 3
0 O 0 0
0 -5 —-10 -15
0 5 10 15

Addition av —2 ganger andra raden till forsta raden, samt addition av 5 ganger andra raden
till fjarde raden, samt addition av —5 ganger andra raden till femte raden, ger till resultat
matrisen

1 0 -1 -2
o 1 2 3
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

Nu har vi erhéllit en matris pa trappstegsform med tva trappstegsettor, ndmligen 1:orna i
kolonnerna nummer 1 och 2. Var nya trappstegsmatris ar alltsa

o 1 2 3

=

Il
OO OO =
cocoor O
OO O N

3

U - -1 -
0:[ ],dérU:{l 0 -1 =2
0 O
0

En bas till A'(AT) kan nu bestimmas enligt foljande:

Forst satts z3 = 1 och x4 = 0, medan x; och zs viljs sa att Ux = 0.
Det ger den forsta basvektorn (1, —2, 1, 0)7.

Sedan sétts x4 = 1 och x3 = 0, medan x1 och xo viljs sa att Ux = 0.
Det ger den andra basvektorn (2, —3, 0, 1)7.

En (ny) bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vilja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna nummer 1 och 2 i AT,
dvs de tva vektorerna (1, 2, 4, 5, —3)T och (2, 4, 3, 5, —1)T.

En (ny) bas till R((AT)T) = R(A) erhalls genom att som basvektorer vilja kolonnerna i UT,
dvs de tva vektorerna (1, 0, —1, —2)T och (0, 1, 2, 3)T.
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