Nagra rikneexempel pa LDL'-faktorisering

1. LDLT-faktorisera matrisen

2 -1 1
H=| -1 2 -1
1 -1 2

Om det visar sig att matrisen ar indefinit kan faktoriseringen avbrytas, i annat fall skall
den anvéandas for att 16sa foljande ekvationssystem

2
Hx=—-c, dir —c=|1
3

2. LDLT-faktorisera matrisen

2 -1 1
H=|-1 2 1
1 1 2

Om det visar sig att matrisen ar indefinit kan faktoriseringen avbrytas, i annat fall skall
den anvandas for att 16sa foljande ekvationssystem

Hx = —c, ddr —c =

=N N

3. LDL"-faktorisera matrisen

H=

N =~ DN

4 2
75
59
Om det visar sig att matrisen ar indefinit kan faktoriseringen avbrytas, i annat fall skall

den anvandas for att 16sa foljande ekvationssystem

Hx = —c, dir —c =

0 OO0 =~



Losningar till rakneexemplen

2 -1 1
1. Vi ska LDL -faktorisera H= | -1 2 -1
1 -1 2

Det innebar att vi vill hitta en vanstertriangular matris L vars diagonalelement ar lika
med ett och en diagonalmatris matris D.

For att astadkomma detta multiplicerar vi H med matriser fran vénster och hoger vilka
astadkommer att matrisprodukten blir “mer och mer” diagonal.

Till att borja med ser vi att for att bli av med alla element utom det forsta i forsta
raden och forsta kolumnen i H ska vi addera % ganger rad 1 till rad 2 samt addera —%
ganger rad 1 till rad 3. Detsamma skall goras for kolumnerna, det vill sdga % ganger
kolumn 1 ska adderas till kolumn 2 och —% ganger kolumn 1 ska adderas till kolumn 3.

Detta ar ekvivalent med att multiplicera H fran vinster med

1 0 0
E,=|3 10
1
-5 0 1
och fran hoger med
L _1
2 2
Efl=1[01 0
0 0 1
vilket ger
2 0 0
T 3 _1
o -1 3
2 2

For att “isolera” elementet i andra raden andra kolumnen skall % ganger rad 2 laggas
till rad 3. Pa samma sétt skall % ganger kolumn 2 ldggas till kolumn 3. Detta svarar

mot
1 00 1 0 0 2 0 0
E;=|0 1 0 ,E]=|0 1 1| och E;E;HEJE] = [0 5 0
1 4
0 3 1 0 01 0 0 3
Detta innebir att LDLT-faktoriseringen ar klar och vi far att
1 0 0 2 0 0]l -3 3
H=LDLT=|-%2 1 0 02 0|llo 1 -1
1 1 4
3 —3 1 0 0 sJ]10 0 1

Eftersom alla diagonalelement i D ar strikt storre an noll, det vill saga d; > 0, i = 1,2, 3,
foljer att H &r positivt definit.



Nu ska vi losa ekvationssystemet
Hx = —c.

Eftersom vi har gjort en LDLT-faktorisering kan vi nu losa detta ekvationssystem genom
att 16sa tre enklare ekvationssystem. Lat z = LTx och y = Dz. Da foljer att

Hx =LDL'x =LDz =Ly = —c.

Borja med att 16sa det triangulara systemet Ly = —c.
1 0 O U1 2 n = 2
1
-5 1.0 y|=11] = Y2 = 1+ 3y =2
1 3
z —3 L1\ ys = 3—gyi+tgye =3
Los sedan Dz =y
2
= = = 1
2 0 01 /z 2 173
3
0 2 0 zZo | = 2 = Z9 = % = %
0 4 z3 8/3
3 z3 % =2
Los nu slutligen LTx = z
11 =
L =3 3 a1 1 3 2
0 1 —3||=z2|=[(43] = T2 = 3+ 373 =2
2
0 0 1 3 ry = 1+%£L’2—%$3:1
vilket ger att den unika l6sningen till ekvationssystemet Hx = —c ar
1
x=|2
2



2 -1 1

2. Vi ska LDL -faktorisera H= | -1 2 1

1 1 2

Det innebar att vi vill hitta en vanstertriangular matris L vars diagonalelement ar lika
med ett och en diagonalmatris matris D.

For att astadkomma detta multiplicerar vi H med matriser fran vanster och hoger vilka
astadkommer att matrisprodukten blir “mer och mer” diagonal.

For att fa nollor under och till héger om det forsta diagonalelementet i H adderar vi %
ganger rad 1 till rad 2 samt subtraherar % ganger rad 1 fran rad 3. Detsamma gors for

kolumnerna 1 och 3. Detta svarar mot foljande matrismultiplikation
EHE/,

déar

vilket ger foljande matris

E/HE| =

S O N
Nl Nl O
W Nl O

For att fa nollor under andra diagonalelementet i E;HE] skall vi dra bort rad 2 fran
rad 3 samt dra bort kolumn 2 fran kolumn 3. Detta ger

1 0 0 2 0 0
E;= |0 1 0| och E;EHETE] = [0 3 0
0 -1 1 00 0
vilket innebér att H kan LDLT-faktoriseras som
1 00][20 0] -2 3
H=LDLT=|-1 1 0[]0 3 of]|0 1 1
1 1/]ooollo 0o 1

Notera att H ar positivt semidefinit men inte positivt definit eftersom ds = 0. Detta
innebér att ekvationssystemet kan sakna losning, detta intraffar om ¢ ¢ R(H), det
vill sdga da c inte ligger i bildrummet till H. Vidare géller att om ¢ € R(H) sa har
ekvationssystemet Hx = —c oandligt manga losningar.

Vi skall nu forsoka losa systemet Hx = —c. Eftersom vi har gjort en LDLT-faktorisering
kan vi (om det finns en 16sning) nu 16sa detta ekvationssystem genom att 16sa tre enklare
ekvationssystem. Lat z = LTx och y = Dz. Da foljer att

Hx =LDL'x =LDz =Ly = —c.



Borja med att 16sa det trianguldra systemet Ly = —c.

1 0 0 U1 2 y1 = 2
1
-3 L O [w]=12] = y2 = 2+ 3y1 =3
1 4
R y3 = 4—5y1—y2=0
Los sedan Dz =y
2
2’1:—:1
2 0 0] /4 2 2
02 0[[z]=13 N 222122
0 0 0] \z3 0 3/2

z3 = t, dar t ar godtyckligt

Los nu slutligen LTx = z

1 —3 3] (= 1 o= t
0 0 1 T3 t rp = 1+%x2—%x3:2—t
Detta innebér att alla 16sningar till Hx = —c kan skrivas pa formen
2 —1
x=\2|+t-|-1],
0 1
dar ¢ ar godtycklig.
2 4 2
. Vi ska LDL -faktorisera H= | 4 7 5
2 5 9

For att fa nollor under och till hdger om forsta diagonalelementet i H adderas —2 ganger
rad 1 till rad 2 och —1 ganger rad 1 till rad 3. Motsvarande gors for kolumnerna. Detta
svarar mot foljande matrismultiplikation

EHE/,
dar
1 0 0 2 0 0
E; = |—2 1 0] vilken ger foljande matris E{HE] = [0 —1 1
-1 0 1 0o 1 7

Eftersom diagonalelement nr 2 i ElHEI ar negativt s foljer att H ej ar positivt
semidefinit (och dédrmed inte heller positivt definit forstas). Vi avbryter darfor fak-
toriseringen har.



