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Ouningsexempel i Optimeringslira

Ovningsexempel

1.

1.1

1.2

Linjir optimering

Det dr mandag morgon och Korvman AB har dntligen fatt en rejil bestéillning.
Man ska ndamligen under de ndrmast féljande 6 sondagarna leverera respektive
Ky, Ko, K3, K4, K5 och Kg kg korv till Grona Lund. Korvman kan under
varje vecka tillverka hogst A kg korv till kostnaden C' kr/kg. Om man sétter
in overtidsarbete kan man under veckan tillverka ytterligare hogst B kg korv,
men da till den hogre kostnaden D kr/kg. (D ér storre dn C.) Tillverkad korv
kan frysas och lagras till kostnaden L kr per kg och lagringsvecka. (K7, K,
K3, K4, K5, Kg, A, B, C, D och L &r givna tal.)

Korvman vill bestdmma en optimal produktions- och lagringsplan fér de kom-
mande 6 veckorna. Man kan anta att inga andra kunder kommer och stor
bilden.

Hjalp Korvman AB att formulera ovanstaende som ett LP-problem
Foderman AB tillverkar produkterna MUU och GNAGG ur ravarorna havre,

rag och potatis. Néringsinnehallet i respektive ravara, métt i enheter per kg,
framgar av f6ljande tabell, ddir NA1 = Néringsdmne 1 (t ex protein), etc.

NA1 [ NA2 [ NA3
HAVRE | 32 7 10
RAG 24 8 7
POTATIS | 49 12 5

Enligt varudeklarationen skall respektive produkt innehalla minst foljande
kvantiteter naringsémnen, métt i enheter per kg:

NA1 [ NA2 [ NA3
MUU | 38 7 6
GNAGG | 33 9 7

Produktionen planeras veckovis, och infor en viss vecka har Foderman av sin
huvudleverantor erbjudits att inkdpa ravaror till féljande priser och maximala
kvantiteter:

kr/kg | max antal kg
HAVRE | 1.25 1000
RAG | 1.00 1000
POTATIS | 1.50 2000

Foderman har inneliggande bestéillningar pa 2000 kg MUU och 1000 kg
GNAGG for den aktuella veckan, och man énskar tillverka dessa kvantiteter
med ravaror som man kan kopa fran sin huvudleverantor enligt ovan.

Hur ska recepten se ut for de bada produkterna under den kommande veckan,
och hur mycket av de olika ravarorna ska kopas in? Man vill férstas minimera
sina inkopskostnader.

Formulera Fodermans problem som ett LP-problem.

Opt & Syst, KTH



1. Linjdr optimering 3

1.3

1.4

Mustmans familjeforetag producerar och siljer 4 olika mustsorter: Appelmust,
Paronmust, Blandmust och Cidermust. Varje lada must (innehallande 25 st
enlitersflaskor) kostar Mustmans ¢ kr att tillverka, kriaver p timmar for fram-
stillning och ¢ timmar for flaskpafyllning och forpackning. Dérefter kan Must-
mans silja ladan for k kronor. Observera att ¢, p, ¢ och k har olika véirden for
de olika mustsorterna, enligt féljande tabell:

Mustsort | ¢ P q k
Apple | 55| 2.0 | 1.4 | 200
Péaron | 70 | 2.6 | 1.4 | 225
Bland | 50 | 2.5 | 1.4 | 200

Cider | 95 | 4.0 | 1.8 | 275

En normal vecka har man 80 timmar att tillga for framstéallning och 40 tim-
mar for flaskpafyllning och forpackning. Man &r méan om ett jamnt och brett
sortiment och har darfor bestdmt att ingen av de fyra mustsorterna ska svara
for mer dn 40% eller mindre d&n 10% av den totala mustproduktionen. Must-
mans must dr populdr och man har normalt inga svarigheter att silja det man
producerar, till ovan angivna priser.

Fragan &r nu hur mycket av respektive mustsort som ska tillverkas per vecka
(i genomsnitt), for att Mustmans vinst ska maximeras under de ovan angivna
villkoren.

Formulera detta som ett LP-problem.

En teknolog vill minimera sina kostnader for féda, under vissa bivillkor pa
intaget av proteiner och kolhydrater.Det finns totalt 6 olika fédoslag som tek-
nologen kan ténka sig att &ta:

Hamburgare (Sammys, utan brod)
Varmkorv (Sibyllas, utan brod)
Pommes Frittes (Felix)

Vita bonor i tomatsas (Heinz)
Jordnotter (Estrellas, saltade)
Lakritsbatar (Cloettas)

S Gt W=

Den sjélvklara drycken dr vatten, som #r gratis. Fodoslag nr j (j = 1,...,6)
kostar ¢; kr/kg och innehaller p; proteinenheter/kg och k; kolhydratenh./kg.

For att kunna uppréatthalla sin anmérkningsvirda studiekapacitet behover tek-
nologen varje dag minst P,;, proteinenheter och minst K,,;, kolhydratenheter.
A andra sidan vill hon, av andra skél, inte fa i sig mer dn K4, kolhydraten-
heter per dag.

(a) Formulera teknologens dietproblem som ett LP-problem. Ange noggrant
vad dina variabler star for och vad de har for sort.

(b) Hur manga av de ovan ndmnda 6 fédoslagen kommer att inga i teknolo-
gens optimala diet? Motivera utforligt.

Opt & Syst, KTH



Ouningsexempel i Optimeringslira

1.5 Foretaget SKOGAB har massafabriker vid kusten och skogslotter inne i lan-
det. Fabrikerna F1 och F2 behover respektive 5000 och 3000 kubikmeter virke
under en given period. Virket kan bara tas fran skogslotterna S1 och S2, dér
det finns respektive 3500 och 4500 kubikmeter att tillga. Problemet dr hur man
ska transportera virket till fabrikerna pa billigast mojliga sitt. SKOGAB har
foljande transportalternativ, som &ven dr markerade i figuren nedan. (Notera
att i orten M sker omlastning fran lastbil till tag. Kostnaden fér denna omlast-
ning antas vara inbakad i de nedan givna kostnaderna for jarnvagstransport.
Detsamma géller for 6vriga omlastningar.)

- flottning fran S1 till F1, till kostnaden C1; kr/m3,
- jarnvig fran orten M till F1, till kostnaden Cjyq kr/m,
- jarnvég fran orten M till F2, till kostnaden Cjso kr/m,
- havsbogsering fran F1 till F2 eller fran F2 till F1, till kostnaden
Ci2 resp Cyp kr/m,
- lastbilstransporter, som omfattar 6vriga utritade alternativ,
till kostnaden Cips kr/m fran S1 till M,
Con kr/m fran S2 till M resp Cyg kr/m fran S2 till F2.
Formulera, som ett LP-problem, SKOGAB:s problem att till ligsta kostnad
transportera virket fran skogslotterna till massafabrikerna. Ange noggrant vad
Dina variabler och bivillkor star for. (Ch1,Cus1, ..., C22 ovan &r givna positiva
konstanter.)

AN EANEAA A AN AN
AN o AN A~
[aVgS

[aVaN AN AV [aVAY
\

S1

S2

[AVAS
1.6 Ett foretag anvinder ravarorna Rq,..., R, for att blanda till produkterna
Py, ..., P,. For varje kg av produkt P; atgar a;; kg av ravara R;. (a;jna &r

givna icke-negativa tal.) Foretaget kan kopa in R; till priset d; kr/kg medan
man kan sélja P; till priset ¢; kr/kg. (d;ma och ¢;ma &r givna tal.)
Marknadsbegrénsningar goér att man inte vill blanda till mer &n hogst u; kg
per vecka av Pj. (u;:na &r givna tal.) Den enda produktionsbegriansningen &r
arbetstiden, 40 timmar per vecka, for foretagets ende Blandmaéstare. Det tar
t; timmar/kg att blanda till produkten P;. (¢;:na &r givna tal.)

Fragan ar hur manga kg av respektive produkt som skall blandas till per vecka
for att foretagets vinst skall maximeras. Formulera detta som ett LP-problem!

Opt & Syst, KTH



1. Linjdr optimering )

1.7 Betrakta LP-problemet:

min 6x1 + Txs + 33 + 1lxy + x5

(P) da T +2x0+ a3+ —25 = 4
201+ a0+ x3 — 204 +25 = 3
x; =20, j=1,...,5

(a) Visa att foljande losning &r optimal till (P):
r9 =1, w3 =2, Ovriga z; = 0.

(b) Stall upp det duala problemet (D) till (P).

Askadliggor (D) i en figur och bestdm optimal 16sning till (D) grafiskt ur
denna figur.

Kontrollera dérefter, med hjilp av rikningarna i (a)-uppgiften ovan, att
Du verkligen hittat rédtt duallésning.

4 4—-9
(c) Antag att hogerledsvektorn i (P) éndras fran < 5 ) till < - 6) dér ¢

ar ett reellt tal.

Mellan vilka grénser pa § ar det fortfarande optimalt med x4 och z3 som
basvariabler?

Ange hur optimalvérdet beror av § inom dessa grinser.

(d) Utred, m h a figuren i (b)-uppgiften ovan, hur den duala optimallésningen
y beror av 4, for alla virden pa § sadana att —3 < 9§ < 4.

Ange ocksa, baserat pa detta, hur optimalvérdet till (P) beror av 0 da
—3 <6 <4, och jamfor med (c) ovan.

1.8 Betrakta LP-problemet:

min 3x1 + 4xo + 5x3 + 224

da T + 229 + 3x3 +4xy > 12
(P) 41+ 320+ 2234+ 24 > 9
r1+xo+ax3+3x4 > 9
3r1+axo+ax3+xy > 7

z; 20, 7=1,...,4

(a) En trovirdig person pastar att optimal duallésning till detta problem ér:
T
_ (1 2
Anvind denna information for att bestdmma optimal primallosning .
Verifiera dérefter att den trovirdiga personen verkligen hade ratt.
(b) Antag att hogerledet i forsta bivillkoret dndras fran 12 till 124 §. Mellan

vilka granser pa § dr den aktuella basen fortfarande optimal? Ange ocksé
hur den optimala losningen « beror av 4 inom dessa gréinser.

Opt & Syst, KTH



6 Ovningsezempel i Optimeringslira

1.9 Betrakta foljande LP-problem:

min c'x cT:(7 4 8 6),
2 1 1
(P) da Az=0b A= ] , b= ! :
1 21 3 7
x > 0.

-
(a) Visa att «* = (0 28 14 0) dr unik optimalldsning till (P).

7T+0
(b) Antag att hogerledet &ndras till b = < - i 5 )

Hur paverkas optimalldsningen och optimalvirdet av 67 Ange ocksa for
vilka virden pa § som ditt svar &r giltigt.

(c) Antag att kostnadsvektorn &ndras till ¢ = ( 74+6 445 8445 649 ),

medan hogerledet b = ( ; ) ar fixt.

For vilka virden pa ¢ dr losningen i (a)-uppgiften ovan fortfarande opti-
mal?

-1
b d —b
(Réknehjilp: Om ad — be # 0 sa ar ( CCL d) = ﬁ . < ))

1.10 Consider the following approximation problem.

Given is a set T € IR¥, and the continuous functions f and fi,j=1,...,non
T. The aim is to approximate f by a linear combination of the functions f;,
j=1...,n.

This leads to the following optimization problem.

(P) min  max |f(t) — Z xj f(t)]
j=1

zj,j=1,...n teT

For numerical solution of (P), a set of points ¢1,...,t,, are selected in T" and
the following problem is solved.

(P') min  max |f(t;) — > x;fi(t:)|
=

zj,7=1,...,n i=1,...m

(a) What conclusions can be drawn concerning the optimal value of (P) from
an optimal solution to (P')?

(b) (P’) looks complex, with an inner maximization and an outer minimi-
zation. Reformulate (P’) as a mathematical programming problem of
simplest possible kind.

(c) Determine the dual problem to the problem formulated in Exercise 1.10b
and simplify as far as possible.

Opt & Syst, KTH



2. Floden i ndatverk 7

2. Floden i nitverk

2.1 Betrakta foljande TP med 3 st leverantorerdch 4 st ”kunder”.

Tillgangen hos respektive leverantor ar 11, 9 och 13 enheter.

Efterfragan hos respektive kund &r 6, 6, 4 och 10 enheter.

Transportkostnaden per enhet fran resp leverantor till resp kund ges av foljande
tabell (ddr &ven de ovan givna siffrorna &r inférda for tydlighets skull):

Kund 1 | Kund 2 | Kund 3 | Kund 4 | Tillgang
Lev.1 3 4 6 4 11
Lev.2 3 3 3 2 9
Lev.3 4 5 5 2 13
Efterfr. 6 6 4 10

Problemet gar ut pa att bestdmma hur manga enheter som ska skickas fran
resp leverantor till resp kund for att den totala transportkostnaden ska bli sa
liten som mojligt.

()

(b)

(d)

Formulera ovanstaende problem som ett LP-problem, med likhetsbivillkor
for efterfragekraven och olikhetsbivillkor for tillgangsbegrinsningarna.
Infor slackvariabler (for olikhetsbivillkoren) och visa att dessa kan upp-
fattas som transportvariabler till en extra dummy-kund. (Kund nr 5.)

Hur stor ”efterfraganska denne 5:e kund tillskrivas for att det resulterande
transportproblemet ska bli balanserat?

Los ovanstaende transportproblem (i balanserad form) med transpor-
talgoritmen. Anvind Nortwest Corner Rulefér att bestdmma en start-
baslosning.

Besvara, mha sluttablan, féljande kianslighetsanalysfragor:

Antag att co1 (= transportkostnaden fran Lev.2 till Kund 1) dndras fran
co1 = 3 till c91 = 3+ 6.

For vilka varden pa § géller att Din optimala 16sning ovan fortfarande &r
optimal till detta nya problem?

Antag nu istéllet att det &r cos som dndras fran cog = 3 till coo =3+ 6
(medan co; = 3).

Mellan vilka gréanser pa d giller att Din optimala 16sning ovan fortfarande
ar optimal till detta nya problem?

2.2 Betrakta ett balanserat Transportproblem pa formen:

min 3%, Y0 it

(TP) da ?:1 Ti5 = a4, 1= 1, ey,
Z;’llxij = bj, jzl,n
xz;;j > 0 allaioch j.

Opt & Syst, KTH



8 Ovningsezempel i Optimeringslira

a; = tillgangen hos leverantor nr i |
b; = efterfragan hos kund nr j,
¢;j = transportkostnad per enhet fran lev.i till kund j.

Data: m = 3
n = 6
a; : 25 15 30
b; : 15 19 7 12 14 3
Cij 8 4 7 4 6 5
9 4 8 6 77
6 2 5 4 6 5

(a) Verifiera att foljande 16sning #r optimal. Ange optimalvérdet.

zg: 0 0 0 12 10 3
011 0 0 4 0
15 87 0 00

(b) Stéll upp det duala LP-problemet (D) till (7T'P). Ange en optimal 16sning
och optimalvérdet till detta duala problem.

(c) Antag att bade ay och by samtidigt &ndras med J. Dvs a; = 25 4+ § och
by =15 +46.
Hur dndras optimalldsningen och optimalvérdet till (T'P) resp (D) som
funktion av 4, for tillrickligt sma”&ndringar §7

(d) Bestém grinser pa 6 (uppat och nedat) for att ditt svar pa (c)-uppgiften
ovan skall gilla.
2.3 Betrakta Minkostnadsflédesproblemet i vénstra figuren nedan.

I varje nod star dess nodnummer, och bredvid varje nod star dess tillgang b;
(som &r negativ for noder med efterfragan).

Pa varje bage star dess kostnad c;; kr per flodesenhet.

(a) Visa att losningen i hogra figuren nedan dr optimal. Pa varje bage star
det aktuella flodet x;;.

(b) Antag att ¢34 #ndras fran 5 till 3. Da dr 16sningen i hogra figuren nedan
inte ldngre optimal (eller hur?).

Bestdm dérfor en optimal 16sning till detta nya problem (med c34 = 3).
Utga lampligen fran den givna l6sningen.

Opt & Syst, KTH



2. Floden i ndatverk 9

2.4 Betrakta Minkostnadsflodesproblemet i vinstra figuren nedan.

I varje nod star dess nodnummer, och bredvid varje nod star dess tillgang b;
(som &r negativ for noder med efterfragan).

Pa varje bage star dess kostnad c;; kr per flodesenhet.

Visa att 16sningen i hogra figuren ovan ar optimal. Pa varje bage star det
aktuella flodet x;;.

Formulera det aktuella minkostnadsflédesproblem som ett LP-problem
och stéll upp dess duala LP-problem.

Ange dven en optimal 16sning till detta duala problem!

Antag att behovet i nod 4 tkar med § > 0 (dvs by = —8 — 0) samtidigt
som tillgangen i nod 3 dkar med samma § (dvs b3 = 3 + 0).

Ange hur optimallésningen och optimalvirdet beror av § for tillréackligt
sma’virden pa 0. Ange dven hur optimallésningen till det duala proble-
met beror av § for dessa véirden pa 4.

Ange slutligen hur stort § som hogst far bli for att dina svar ovan ska
gillla (dvs bestdm vad tillracklig smabetyder i detta fall).

2.5 Ett producerande foretag har 3 fabriker och 5 forséljningsstéllen.

En viss manad géller att var och en av fabrikerna kan tillverka 100 ton av
foretagets produkt. Den sammanlagda produktionen ska fordelas lika pa de
olika forséljningsstéllena (butikerna”) sa att vart och ett av dessa erhaller 60
ton av produkten.

Fragan dr hur mycket man ska transporteras fran respektive fabrik till respek-
tive forséljningsstélle.

Svaret ges av att man onskar minimera den totala transportkostnaden, da man
har givet konstanterna c¢;; = kostnaden per ton for att transportera fran fabrik
nr ¢ till forsédljningsstélle nr j, for ¢ = 1,2,3 och j =1,...,5.

(a)

Hjalp foretaget att bestimma en optimal transportplan, da c;;:na ges
av nedanstaende tabell (dédr varje rad svarar mot en fabrik och varje
kolumn svarar mot ett forséljningstille). Anvind Transportalgoritmen,
med startlosning enligt North West Corner Rule”.

Forséljningsstiélle
nr.1l |nr.2 |nr.3 |nr.4 | nr.5
Fabrik 1 3 3 6 4 4
Fabrik 2 3 4 ) 3 )
Fabrik 3 3 5 7 4 5

Opt & Syst, KTH



10 Owningsexempel i Optimeringslira

(b) Formulera det duala LP-problemet till ovanstaenede transportproblem
och ange en optimal 16sning till detta duala problem.

2.6 Assignmentproblem kan skrivas pa foljande form:

min 33 Y70 ¢t

Zi:lxij =1 jZl,...,TL
x;; > 0, foralla,j

Betrakta speciellt ett (mycket litet) (AP) med foljande data:

n:3, 61126122621:1, 61326222631:2, 62326322633:5.

Anviand Transportalgoritmen for att losa detta AP. Vilj startbaslosning enligt
Northwest corner rule”. (Forsta baslosningen far da z = 8.)

(De baslosnigar som genereras dr degenererade, dvs vissa basvariabler har
virdet 0, men det #r bara att rdkna pa dnda. Det som kan hinda &r att
variablernas vérden inte &ndras i vissa iterationer.)

2.7 Lat B = {(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,5), (4,6), (5,6)} och
betrakta foljande LP-problem i variablerna {z;; | (i,7) € B}:

min 2 (i,j)eB CijTij
da T12+x13 = by
—Z12 + T23 + x4 = bo
(P) —213 — @23 + o34 + 235 = by
—To4 — X34 + Ta5 +Ta6 = by
—Z35 — Tg5 + T56 = bs
—T46 — T56 = bg
x;; > 0, forallai,j

déar: b1 = 7, b2 = 4, b3 = 0, b4 = 0, b5 = —5, b6 = —6,
c12=2, c3=3, c3=3, cau=09, C3=2,
C35 =2, C45=2, cu6=05, c56 =4
Detta LP-problem kan tolkas som ett minkostnadsflédesproblem (MKFP) i ett
visst riktat natverk.

(a) Askadliggor detta MKFP genom att rita motsvarande nitverk.

(b) Som bekant svarar baslosningar till MKFP mot (oriktade) uppspénnande
triad i ndtverket. Ett (av flera) uppspénnande trid i det aktuella nitverket
ges av bagméngden T = {(1,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,6)}.
Bestdm motsvarande baslosning och verifiera att den &r en tillaten bas-
16sning med malfunktionsvirdet = 85.

(c) Ar den ovan bestéimda baslosningen optimal? Om inte, bestédm en optimal
16sning till problemet! Ange dven optimalvirdet.

Opt & Syst, KTH
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3. Konvexitet

3.1 Let C' and D be two convex sets, a € IR and f : C — IR a convex function.
Show that the following sets are convex.

(a) aC = {az|z € C}.

(b) CND.

(¢) C+D={x+y|lxeC,y € D}.
(d) {z e C|f(z) <a}.

(e) epif = {(x,) € C x R|f(z) < p}.

3.2 Let C, denote a convex set in IR"™ for each « in the index set A. Show that
Naca Ca is a convex set.

3.3 Let f and g be convex functions on a convex set C', and let a be a positive
constant. Show that the following functions are convex on C.

(a) f+g
(b) af.
(c) max{f,g}.

3.4 Let f, be convex functions (defined on the same convex set C') for each « in
the index set A. Show that sup,c 4 fo is a convex function.

3.5 Let f : I — IR be a nondecreasing convex function on the interval I C IR,
and let g : C' — I be a convex function on the convex set C' C IR". Show that
f(g(x)) is a convex function on C.

3.6 Which of the following functions are convex?

(a) f(x)=In(e™ + €"2).
(b) f(z) =, e®™).
(c) f(z)= nal

3.7 Show the inequality between the arithmetic and the geometric mean, i.e., show
that for 2; > 0, it holds that ([, z;)"/" < s .

3.8 (a) Let x1,...,2,, € IR™ be given. Show that

m m
C = {z € IR"| There exist t; > 0 such that z = Zt,a:,-, Zti =1}
i=1 i=1
is a convex set.

(b) Suppose that X is a convex subset of IR" and that z1,...,z, € X. Show
that Z?ll tix; € X, if t; > 0 and Zgl t;=1.

Opt & Syst, KTH



12 Owningsexempel i Optimeringslira

4. Ickelinjir optimering

4.1 Man vill anpassa kurvan y = a + bt? till de givna punkterna (¢;,;) som ges i
tabellen nedan. Man vill anvénda s k minstakvadrat anpassning, vilket innebér
att parametrarna a och b bestams sa att foljande kvadratsumma minimeras:

5
S(a,b) = Z(a + bt? — y;)?

1=1

(a) Visa att S &r en kvadratisk funktion av a och b, och minimera S(a,b)
genom att l16sa ett lampligt ekvationssystem.

(b) Visa att dina ovan erhallna virden pa a och b verkligen minimerar S(a, b),
lampligen genom att bilda 2:a derivatsmatrisen till S och studera denna.
(Kénda satser far anvindas utan bevis.)

i | 1 2 3 4 5
-2 -1 0 1 2
wl 7 4 2 3 6

4.2 8 st punkter Pj,..., Pg i planet har de givna koordinaterna:

(x17y1)7 (x2792)7 ey ($87?JS)-

(a) Man vill vélja koordinater (z,y) for ytterligare en punkt P pa ett sadant
sitt att summan av de 8 st avstanden fran P till P;, (i = 1,...,8) blir
sa liten som mojligt.

Formulera detta som ett optimeringsproblem i variablerna = och y.
Bestdm &dven ett analytiskt uttryck pa gradienten till malfunktionen, och
avgdr om denna gradient existerar overallt.

(b) Man vill nu istéllet vélja koordinater (x,y) for punkten P pa ett sadant
sétt att summan av kvadraterna pa de 8 st avstanden fran P till P;, (i =
1,...,8) blir sa liten som mojligt.

Formulera detta som ett optimeringsproblem i variablerna z och y.
Visa att malfunktionen &r kvadratisk och konvex.

Hérled det linjéra ekvationssystem man behover 16sa for att bestdmma
optimallésningen. Los detta ekvationssystem och bestidm ett explicit ut-
tryck for den optimala placeringen av punkten P.

4.3 (a) Man vill minimera den kvadratiska tvavariabelfunktionen:
p(z1,m2) = (x1 — 29)? + (21 + 22)% + (21 + 229 — 1)%

Bestdm en minpunkt till p(z1,x2), ldmpligen genom att losa ett visst
ekvationssystem.
Ar Din erhallna 16sning ett globalt minimum? Motivera!

(b) Nu vill man istéllet minimera den ickekvadratiska funktionen:
far,x) = (21 — 22)? + (21 + 22)° + (21 + 229 — 1)% + T2} /3.

Utfor tva iterationer med Newtons metod, med start i 1 = x5 = 0.
Du behover inte utféra nagon linjesdokning, det riacker att du tar
”enhetssteg” (zF ! =xF4-d¥).

Opt & Syst, KTH
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4.4 Betrakta foljande ickelinjéra optimeringsproblem:

max 221 + 3x2
da rire < 4
(P) 23 +23 < 20.5 (cirkel med radie ~ 4.53)
r1+x9 < 5
1 20, 2 =20

Askadliggdr problemet i en figur och bestim med hjilp av denna samtliga
lokala optima (lokala maxpunkter) till (P).

4.5 Betrakta foljande ickelinjéra optimeringsproblem:

max 271 — 3
(P) déol l’%—22$2 § 0
2z +25—-2 <0
a:%—i—a:g—l <0

Askadliggor problemet (P) i en figur och bestdm med hjialp av denna och
smirre analytiska berékningar, den optimala 16sningen till (P).

4.6 Lat tvavariabelfunktionen f vara definierad genom:
f(x) =223 + 2123 — 627 — 23, = € IR

(a) I vilken eller vilka av foljande fyra punkter har den givna funktionen ett
lokalt maximum ?

:c:(O O)T,(l o)T,(z o)T,(1 \/G)T.
Motivera svaret ordentligt!

(b) Har f(x) ett globalt maximum i nagon av de fyra punkterna?
4.7 Betrakta foljande tre kvadratiska funktioner, definierade pa IR?:

fi(z) = 621 — 229 — 52? + dwy29 — 23
fa(x) = 2211 + 879 — 823 — 62179 — 23
f3(x) = 7021 + 13029 — 3623 — 6423
(a) Bestédm vilken eller vilka av dessa funktioner som har ett lokalt maximum

-
i punkten & = ( 11 ) . Motivera svaret ordentligt.

(b) For den eller de av ovanstaende funktioner som inte har ett lokalt max-

T
imum i & = (1 1) ska du bestdmma en sa kallad ascent-riktning

i punkten &, dvs en riktning d sadan att f(z + ad) > f(z) for alla
tillrackligt sma o > 0.

Opt & Syst, KTH
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4.8

4.9

4.10

Betrakta en riatvinklig lada med langden = x cm, bredden = y cm och hojden
= z cm. Man vill vélja z, y och z sa att ladans volym maximeras under
bivillkoret att lingden pa rymddiagonalen i ladan ska vara = 120 cm.

(a) Formulera detta som ett optimeringsproblem i variablerna x, y och z.
(b) Visa att losningen z = y = z = /4800 (= 69.3) uppfyller 1:a ordningens
nodvindiga villkor for ett lokalt optimum.

Formen pa en vanlig pappkartong bestidms av de tre variablerna zj, zp och
xp, med betydelsen ldngd, bredd resp hojd.

Materialkostnaden for en viss kartong antas ges av uttrycket: Ci-(ytan av
botten + ytan av locket) + Cy-(summan av de dvriga fyra sidornas ytor),

dar Cq och Cy ér givna positiva konstanter.

(a) Formulera, som ett ickelinjéirt optimeringsproblem med ett likhetsbivill-
kor, problemet att vilja en ur materialkostnadssynpunkt optimal form
pa en kartong med den givna volymen 1 m?>.

Du behover for enkelhets skull inte explicit ange och behandla positivi-
tetskraven pa variablerna. Dessa kommer dnda att bli uppfyllda i opti-
mallésningen.

Kalla detta problem (Py).

(b) Stéll upp forsta ordningens optimalitetsvillkor for (Py).

(c) Overfor problemet till ett problem utan bivillkor genom att ur volymsbi-
villkoret 16sa ut nagon av dina variabler som funktion av de 6vriga.
Kalla detta nya problem (som bara har tva variabler) (P»).

Stéll upp forsta ordningens optimalitetsvillkor for (P2) och bestdm, ana-
lytiskt, optimal kartongform (som funktion av C; och Cs).

Antag att man vill bestdmma strommarna z;; i de olika linkarna (bagarna”)
i ett transportproblemliknande”elektriskt ndtverk med m st kéllnoder och n
st sénknoder. Det gar en lank fran varje killnod till varje sénknod, men inga
(direkt-)lénkar mellan olika kéllnoder eller mellan olika sénknoder.

Totalt finns alltsa m x n lankar i natverket.

Totala strommen ut fran respektive killnod &r given av de positiva talen
ai,...,am,, medan totala strommen in till respektive sinknod &r given av de
positiva talen b, ..., by, dir forstds >3;%; a; = 377 b;.

De olika lénkarna har givna resistanser r;; > 0.

Man leds da till foljande QP-problem, dér malfunktionen &r totala effekten
(varmeforlusten) medan bivillkoren dr balansekvationer for strommarna:

min % >t Z;L:1 Tiszzj
(QP) da Z?:lxij = Qy, izl,...,m
Z;’leij :bj jZl,...,TL
(Notera skillnaderna mot det vanliga transportproblemet (7'P):

I (QP) #r malfunktionen kvadratisk, i (T'P) &r den linjér.
I (T'P) maste variablerna uppfylla x;; > 0, vilket inte kravs i (QP)!)

Opt & Syst, KTH



4. Ickelinjdr optimering 15

(a) Det visentliga arbetet for att bestimma optimal l6sning till (QP) ovan
bestar i att 16sa ett linjért ekvationssystem med m + n — 1 st variabler
och lika manga ekvationer.

Stéll upp detta ekvationssystem pa explicit form! Kalla ldmpligen vari-
ablerna i ekvationssystemet for wy, ..., wm, v1, ..., v,—1 (= dualvari-
abler”eller nodpotentialer”).

Avgor vidare om ekvationssystemet alltid har en entydig 16sning.

(b) Antag nu att alla resistanser r;; &r lika stora, ség r;; = 1 for alla i och j.
Visa att optimal 16sning till (QP) da ges av:

1 1 1 m n
:L"Z-j:ﬁ-ai—l—%-bj—m-b’, dérS:Zai:ij.
i=1 j=1

Konstruera slutligen ett exempel, med m = n = 2, dir minst ett x;; <0
i optimallésningen och rita ut stréommarna i nétverket.

4.11 I nedanstaende elektriska nidtverk har var och en av lankarna resistansen 1§).
1A

©

3

Om man skickar strommen 1A fran nod 1 till nod 6, sa blir strommarna x; i
de olika lankarna optimal 16sning till féljande QP-problem:
min % . 2]7-:1 x?
(Q@P) da Ax =b (Kirchhoffs 1:a lag,
dvs stréombalans i noderna)

(= % totala viarmeforlusten)

dar x = ( T1 Xo X3 T4 Ty Xg X7 ),
-1 0 -1 0 0 O 0 -1
1 -1 0 -1 0 O 0 0
0 1 0 0 -1 0 0 0
A= och b =
0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 O 1 0 1 -1 0
N N N N | N | |
U U U U s U s / T /

Sista raden i A och b kan som bekant strykas pga redundans. A blir da en
5 X T-matris med linjért oberoende rader.

(a) Still upp optimalitetsvillkoren fér (QP) i & € IR” och w € IR’ (dir u
ar lagrangemultiplikatorvektorn) och visa att detta leder till ett linjért
ekvationssystem i @ och w.

Opt & Syst, KTH
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(b)

Om x elimineras ur detta sa erhalls ett ekvationssystem i enbart wu.

Stall upp detta system explicit och visa att det har den entydiga l6sningen
T
u=(14 08 04 1.0 06) .

Bestém slutligen optimal 16sning @ till (QP). (Kan du ocksa ge en fysikal-
iskt tolkning av u?)

Ett alternativt sétt att bestimma optimalt x till (QP) &r att anvinda
en nollrumsmetod enligt foljande:

-
Visa forst att @ = (1 0 01 0O 1) ar en tillaten 16sning till
(QP) och att de bada kolumnerna i matrisen Z (slingstrommarna”),

1
0
-1

0
1
0
-1

-1

, utgdr en bas i nollrummet till A.

Anvind detta for att bestimma optimal 16sning till (QP).

4.12 Consider the problem (P), defined as

min

(P) s.t.

—23}% + 122129 + 73}% — 8xr1 — 2629
1 + 2w9 < 6,

0< 7 <3,

) > 0.

(a) Find all points that satisfy the KT-conditions for (P).
(b) Find a global minimizer to (P).

(Note that the amount of computation required would be very large using this
strategy on larger problems.)

Opt & Syst, KTH



5. Lingdr optimering

Svar och/eller 16sningar till
ovningsexemplen

5. Linjir optimering
1.1 Infor foljande variabler, for j = 1,...,6:

x; = antal kg korv som tillverkas vecka j till kostnaden C' kr/kg,
y; = antal kg korv som tillverkas vecka j till kostnaden D kr/kg,
zj = antal kg korv som lagras fran vecka j till vecka j + 1.

Problemformulering;:

min Y0 (C-2;+D-yj+ L-z))

da r1+y1—zn = K
Tj+yY;+2j-1— %5 :Kj 7=2,...,6
ng]’ SA, jzl, .,6
0<y <B, j=1,...,6
zj >0, j=1,...,6
1.2 Infor foljande variabler for den aktuella veckan:
xy g = antal kg Havre som anvénds till MUU,
xpr = antal kg Rag som anvinds till MUU,
xpp = antal kg Potatis som anvénds till MUU,
roy = antal kg Havre som anvinds till GNAGG,
rgr = antal kg Rag som anvinds till GNAGG,
zop = antal kg Potatis som anvinds till GNAGG.
Problemformulering: v
min 1.252 g + 1.252cy + 1.0z R+
+ 1.0zgr + 1.5z p + 1.52GP
da Tcymr+xmeg +axyp = 2000
roH +xgr +xgp = 1000
v+ o < 1000
rymr +xar < 1000
zyp+xaop < 2000
32z + 24xyp + 492 p > 76000
R2zxgy + 24xgr + 49zgp > 33000
Tevyg +8xyr + 120 p > 14000
Tra + 8xgr + 12xgp > 9000
10z + Tz R + Dxrp > 12000
10zgH + Txgr + dzgp > 7000
TMH; TMRy TMP, TGH, TGR, TGp = 0

Opt & Syst, KTH
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1.3 Infor foljande variabler:

x4 = antal lador Appelmust som produceras per vecka,
xp = antal lador Pdronmust som produceras per vecka,
xp = antal lador Blandmust som produceras per vecka,
zc = antal lador Cidermust som produceras per vecka.

> 10% Appelmust = T4 > 1—10(33,4+a:p+a:3 —l—xc) = zrpt+axpt+xc—9rs <O0.
< 40% Appelmust = x4 < %(xA—i-xp—i-xB—i—xc) = %a:A—a:p—a:B—a;c <0.
Intékt - kostnad for Appelmust = 200 - 55 = 145 kr/lada.

Problemformulering;:

max 145z 4 + 155z p + 150z + 180z¢

da 2.0z 4 + 2.6zp 4+ 2.5 + 4.02¢
ldz s+ 14xp + 1.4z + 1.82¢
—9z4+2xp+axp+ 0
1.524 —xp — B — 2
xA—9p+ B+ 20
—xA+ 1.5zp —xp — 2
ra+zp — 925+ 20
—x4—ap+ 1.5xp — xC
TA+zp+2B— 920
—x4—xp—2xp+ 1.bxo

x4 >0, zp>0, zp >0, z¢c

)
S S

AV VANR VAN VANN VANR VANR VANN VAN VANR VAN VAN
Coococoococooo

1.4 (a) Lat z; = antal kg/dag av fédoslag nr j som teknologen fortér.
Problemformulering: (med slackvariabler sy, s och s3)
max 2?21 CjT;

. 6
da  >7_1pjrj —s1 = Prin,

SO kjwi—s2 = Kpmin,

2]6':1 ijj +s3 = Kmaxa
Zj > 07 J = 17' 767
s; 2> 0, 1=1,2,3

(b) Vi har 9 variabler (z1,...,x¢,s1, S2,3) och 3 likhetsbivillkor. I den op-
timala losningen (erhallen med Simplexmetoden) har man 3 st basvari-
abler. Ovriga 6 st variabler har viirdet 0 i optimum. Vidare maste minst
en av sg och sg vara > 0 i optimum (forutsatt att K,q > Kpin, men
om Kpur = Kimin sa kan de bada sista bivillkoren ovan slas ihop till ett
bivillkor Z?:l kjr; = Kpin med samma slutsats som nedan). Hogst 2 st
xj-variabler &r alltsa basvariabler i den optimala l6sningen, och dérmed
ingar hogst tva olika fodoslag i den optimala dieten!

Opt & Syst, KTH
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1.5 Infor foljande variabler for den aktuella planeringsperioden: X171, X1, Xuo,
X9, Xo1, X1, Xopr och Xoo, med betydelsen:

X11 = antal kubikmeter som flottas fran S1 till F'1, osv.

Problemformulering;:

min  C11 X1 + Cunn X + Care Xare + Cr2 X2 + Co1 Xo1 +
+ Cim Xy + Copr Xonr + Co2 X
da X11+Ximy = 3500 (ut fran Sl)

(
Xoo + Xopr = 4500  (ut fran S2)
Xim + Xov — X — Xz 0 (balansvillkor i M)
(
(

X114+ X — Xi2 + Xog 5000 (netto in till F1)
Xoo + X2 + X12 — Xog 3000 (netto in till F1)
alla variabler X;; 0

AVANT

1.6 Lat x; = antal kg P; som blandas till per vecka,
och u; = antal kg R; som ko6ps in per vecka.

LP-formulering:

max 3 cizy — 3 diug (1)
déol Zj aijxj —U; = 0 for alla i (2)
Zj tjxj < 40 (3)

0 <z; < u; forallaj (4)

w; > 0 forallai (5)

(Anmiérkning: Eftersom a;j:na &r ickenegativa tal sa kommer (5) automatiskt
att bli uppfyllt om wu;:na elimineras ur problemet m h a (2). Man far da ett
LP-problem i enbart variablerna x;.)

1.7 (a) Tillaten baslosning med alla r; > 0.
(b) y1=4, y2=—1
(c) —2<6< 3, 2=13-50.
-
(d) Om-2<6§<isadr y:(4 —1) och z=13—750.
T
Om %<5§4s§iéir y:(l 2) och z =10+ 6.
T
Om—3§5<—§ sa dr y= (5 —3) och z=11-86.
1.8 (a) LP-problemet (P) och dess duala problem (D):

min 3x1 + 4xo + bx3 + 224

da T + 229 + 3x3 + 4z, > 12 (pl)
(P) 41 +3x0+2234+24 > 9 (p2)
T1+xo+x3+3x4 > 9 (p3)
3xr1+axo+ax3+24 > 7 (p4)

z; 20, 7=1,...,4

Opt & Syst, KTH
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(b)

max  12y; + 9y2 + Yy3 + Tya

da y1+4y2+ys+3ys <3 (d1)
(D) 21 +3y2 +ys +ys < 4 (d2)
3y1 +2y2 +ystys < 5 (d3)
Ay +y2+3ys+ys < 2 (d4)
Yi >0 1= 1, . ,4

-
Omy = (% 20 0) ar optimal 16sning till (D) sa maste, enligt

komplementaritetssatsen, foljande gélla for den optimala losningen @ till
(P):

x9 = x3 = 0 eftersom (d2) och (d3) ar uppfyllda med strikt olikhet.

(pl) och (p2) maste vara uppfyllda med likhet eftersom y; och y2 > 0.

Alltsa géller att 1 + 424 = 12 och 421 + x4 = 9, varur foljer att x1 = 1.6
och ¢4 = 2.6.

Nu kollar vi att y enligt ovan verkligen ar optimal till (D):
T
T = (1.6 00 2.6) éir tillaten till (P) och

-
y=(% % 0 0) artillaten till (D).

Vidare giller att ¢'& = 3-1.64+2-2.6 = 10, medan y"b = %'12—1—%-9 =10,
dvs e’z =yTb.

Dirmed &r @ optimal till (P) och y optimal till (D).

Skriv (P) pa likhetsform, med surplus-variabler zs, ..., xg:
min 3x1 + 4x9 + bxg + 224 + Ox5 4+ Oxg + Ox7 + Oxg
da 21 +2x9+3x3+414 — x5 = 12 (p1)
4xq + 3x9 + 2034+ x4 —x6 = 9 (p2)
14+ x2o+a3+3r4—27 =9 (p3)
31 +x2 + 23 + 24 — 28 7 (p4)

T 20, j:1778

Enligt (a) &r x1, x4, 7 och xg basvariabler i optimum, sa att:

x1 14 0 O 12
41 0 0
Xg = o , Ag = och b =
x7 1 3 -1
xs 31 0 -1

Apxz = b medfor da att xg = ( 1.6 26 04 04 )T.

Om nu b é&ndras med 0 - e; sa éndras xg med Axg, som erhalls ur:
As-Axg=der=(5 00 0) sax=(-4 £ W 2) 5
S ast+Azg=(16-4 26+4 04+ 04+ L )T,

varur foljer att: —% <6 < 24 (for att x5 + Azg ska vara > 0).

For dessa ¢ dndras optimalldsningen enligt ovan, och 2Pt = 10 + %.
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1.9 (a)

(b)

(c)

1.10 Let

1 3 —-0.2 0.6
x9 och w3 basvariabler = Ag = och Agl = .
2 1 04 -0.2

2.8
Da blir i sin tur AZ;'b = , OK!
g 1.4

Vidare blir yT = chgl = ( 24 0.8 ), varfor reducerade kostnaderna
blir ¢ :cl—yTal =7—-56=14>00chry,=6—-48=12>0.
Eftersom bada ickebasvariablerna har strikt positiva r; sa &ér den
foreslagna l6sningen unikt optimal.

T+ 2.8 +0.46
b= + = Aglb = + som ar > 0 sa lange 6 > —7.
T+96 1.4+ 0.2

Alltsa: For alla 6 > —7 sa ir ¢ = (0 284046 14+02:5 0 )T
optimal 16sning till det hogerleds-storda problemet.

Optimalvérdet dndras enligt: z =y - (7+0) +y2- (T+6) =22.443.2-0.
c’ = (7+5 4445 849 6+5) = (om vi behaller samma bas) =
vy =cTA;! = (4+5 8+6)A§1 - (2.4 0.8) nyy (0.2 0.4).
Nya reducerade kostnader blir nu: (med x5 och x5 som basvar.)
rm=74+06—-56—-0-08=1.44+0.2-§ som dr >0 om § > —7,
ry=64+0—-48—-95-14=12-0.4-§ som dr > 0 om § < 3,

och r9 = r3 = 0 forstas.

Alltsa:

Losningen fran (a)-uppgiften ar fortfarande optimal om —7 < § < 3.

n

fla) = max|f(t) = > a;f;(t)]

teT =

fr(x) = max |f(t) Za:jf]

te€Tm

where T, = {t1,t2,...,tm}. Since T, is a subset of T if holds that fr(x) <
f(z), therefore (P’) is a relaxation of (P). Furthermore let £ be the optimal
solution to (P’) and p the optimal value to (P).

(a)

(b)

Using the above notation we have

fL(jL) <p< f(i'L) maX|f Zj ]f]

teT

(P’) can be reformulated as

min g
s.t. fco+Zw]f] > ft) i=1,...,m,
(P") =
vo— Y wifit) = —f(t) i=1,...,m,
=1
x9 = 0.
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(c) The dual of the problem formulated above is

max Z(Nz — i) f(t:)
i=1
" s.t Z(Nz+’/l) <1
Z(IU’Z Vi)fj(ti) - O j =4 ,Tl
=1
i, v; >0 1=1,...,m

Since it is not optimal to have both p; and v; > 0, we can simplify (D)
by introducing the variables y; = u; — v; with |y;| = p; + v;. We then
obtain the following problem

max Zyzf(tz)
i=1

(E”) s.t. Z |y2| < 1
i=1

S wifilt) =0 j=1,....n
=1

Opt & Syst, KTH
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6. Floden i nitverk

2.1 (a) (P)

. 3 4
min - >y >0y CijTij

da

4
Z]ézl Tij
D e Tij

(AVAR IR VAN

l’ij

Qs Z:17273 (1)
by, j=1...,4 (2)
0 alla 4 och j.

Infor slackvariabler x5, xos,x35 for villkoren (1), och infor ¢15 = co5 =

Cg5=00(3hb5=7(= 11+9+13—6—6—4—10).

Da kan (P) skrivas som foljande balanserade TP:

(P)

. 3 5
min 7 Zj:1 Cij Tij
Z?:l l’ij = Qy, = 1,2,3 (1)

bj, j=1...,5 (2)
0 alla 4 och j.

da

3
D e Tij

Tij =2

som kan representeras av tabellen:

(b) Man far foljande transporttablaer:

xi; (for basvariabler):

6

5=

1] 4 [4°

6% |7

Q}j :
215 in i basen och z94 ut ur basen:
xi; (for basvariabler):
6 1 4
4
10 3
Q}j :

Kund 1 | Kund 2 | Kund 3 | Kund 4 | Kund 5 | Tillgang
Lev.1 3 4 6 4 0 11
Lev.2 3 3 3 2 0 9
Lev.3 4 5 5 2 0 13
Efterfr. 6 6 4 10 7

ri; (for ickebasvariabler):

NN e
Wi e|e

WIN| @D
No|e | e | —

S|l e | O =
O O =

ri;j (for ickebasvariabler):

Uj

0

-1

0

W= e
= —le|le®

Alla r;; > 0 = aktuell baslésning optimal.

= e
O e |~ N

Sle(—| e

(c) Allmént: 735 = ¢;5 — u; — vj dér w;na och v;ma beror av ¢;;ma for bas-

variblerna.

X971 ar ickebasvariabel i optimum, sa om cg; dndras med d91 sa dndras ro;
med do1 medan 6vriga r;; ej paverkas!

Kravet pa do1 blir da att roq + dg1 > 0, dvs o1 > —1.
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(d)

2.2 (a)

(b)

(c)

(d)

2.3 (a)

Zoo Ar basvariabel i optimum, sa om cgo dndras till 3+ 6 sa paverkar detta
u;na och v;ma, och ddrmed 7;;:ma, enligt foljande:

ri; (for ickebasvariabler):
Us

2496
1-9 o|1—

1 1406
v 3 4 4-5

Kravet att alla 7;; > 0 medfor att —1 <6 < 1.

°
o

—1+9

— e e

°
o

N @S DN
—
|
%

[en}

Den givna I6sningen @ #r uppenbarligen tillaten till TP. For att utreda
om den &r optimal berdknar vi reducerade kostnader r;; = ¢;; — u; — vj
med hjélp av en resultattabla:

Tij - U

S0

= —=| e
= O Ot

1
-1

N e | —|—

1 °
1 1
[ ]
1

=l e|le

[ ]
vj . —2
rij = 0 for alla ickebasvariabler. Diarmed &r den foreslagna l6sningen
optimal.

Optimalvirdet = >, >, ¢;;wi; = 336.

(D) max Z?:l a;u; + Z?:l ijj

da U; + Vj < Cij, alla 7 och j.

Som bekant utgér simplexmultiplikatorerna i tablan ovan optimal du-
allésning, dvs w = (5,6,4)" och v = (2,-2,1,—1,1,0)T. Denna losning
ar tillaten till (D) (eftersom alla 7;; > 0), och den har malfunktionsvirdet
3 agu + Z?Zl bjv; = 336 = (T'P):s optimalvérde.
Storning av aq och by far foljande effekt pa baslésningen:

:L'w((;) . a;
0 0 12 11044 2549
0111+9 0| 4—9 15

154+ 8=9 0 0 30

bj: 1540 19 12 14

i\ | i | en) an)
Wl ool w

Andringen av optimalvirdet = (6 — 7+ 4 — 2 +6)J = 70.

Eftersom c;;:na ér desamma, sa éndras inte u;:ma och v;ma och dérmed
inte duala problemets optimallésning. Daremot dndras duala problemets
optimalvirde med uq6 + v15 = 70.

Om 6 = 4 sa blir 95 = 0. Om § = —10 sa blir x15 = 0.

Dessa ér de kritiska granserna for §, dvs —10 < § < 4.

Den givna l6sningen &r en tillaten baslosning med basvariablerna:

T12 = 2, Ir13 — 3, To4 — 7 och T45 — 3.

Nodpriser (simplexmultiplikatorer) bestdms ur att A\; — A\; = ¢;; for alla
basvariabelbagar, samt att A5 = 0.
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Da blir: Ay =2, Ao =6, \; =10, A3 =6.
Reducerade kostnader 7;; = ¢;; — A\; + A; for alla ickebasvariabler:
ro3 =2, 134 = 1, r35 = 1.
Alla r;; > 0 = Baslosningen optimal.
(b) Om ¢34 = 3 sa blir istéllet r34 = —1 < 0, varfor vi vill gora 34 till
basvariabel.

Om x34 = 6 > 0 sa paverkas ovriga basvariabler enligt féljande (se i
nétverket):

T13=3+0, 119=2—0, x94 =T7—0, 145 = 3.
234 kan alltsa bli = 2. Da blir 212 = 0.

Ny baslosning: x13 =5, xo4 =5, 34 = 2, 45 = 3.
Simplexmultiplikatorer och reducerade kostnader:
A5 =0, My =2, \3=5, A1 =9, Ao =6.

rig =1, rog =1, r35 = 2.

Alla r;; > 0 = Nya baslosningen optimal.

2.4 (a) Tillaten baslosning med alla 7;; > 0.
(b) A= (6,7,2,4,1,0)T
(C) T14=94+9, v13=4—0, 2=81 -2, § < 4.

2.5 (a) Transportalgoritmen ger foljande tablaer:

z;; (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Uy
60~ |40 " o o 2 11 3
20760 |20 —1| o] e 1| 4
" 40~ | 60 -2 0] 1| e| o] 5
v;: 0 0 1 -1 0
Lat x31 (som har r3; = —2) bli ny basvaribel och byt bas.
xi; (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Uj
40~ | 60 + ol o 0 -1] 5
60 | 40 1| 2| e 1| 4
20+ 20 |60~ o| 2| 1| e| o] 5
vi: —2 =2 1 -1 0
Lat x15 (som har r15 = —1) bli ny basvaribel och byt bas.
xi; (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Uj
60 40 1 o 1 1| e 4
60 | 40 1] 1] e e 1| 4
60 201 20 ol 1| 1| e | 5
vj: =2 -1 1 -1 0

Alla r;; > 0 = aktuell baslésning optimal, dvs:
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Fran fabrik nr 1: 60 ton till butik nr 2 och 40 ton till butik nr 5.

Fran fabrik nr 2: 60 ton till butik nr 3 och 40 ton till butik nr 4.

Fran fabrik nr 3: 60 ton till butik nr 1, 20 ton till butik nr 4 och
20 ton till butik nr 5.

Totala transportkostnaden blir da = 1120.
(b) Duala problemet:
max 100(U1 + ug + U3) + 60(U1 + vo +v3 +vg + U5)
da  u; +v; < ¢y, for alla 7 och j.

(D

En optimallésning erhalls direkt ur sluttablan ovan, dvs
u =4, upg=4 u3=5 v1=-2, vp=—1, v3=1v4=-1, v5=0,
med optimalvirdet = 100 - 13 4+ 60 - (—3) = 1120, som ovan.

2.6 Transportalgoritmen ger foljande tablaer:

xij (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Us
1 0~ + ° ° -2 4
1t 0~ -1 ° ° 5
1 0 3 ° 5}
vj ¢ -3 -3 0
Lat z13 (som har 713 = —2) bli ny basvaribel.
Om 13 vaxer fran 0 sa blir bade x19 och x93 omedelbart < 0.
Alltsa later vi en av dessa, t.ex T3, ldmna basen.
Den nya basvariabeln x13 far virdet 0 i den nya baslésningen.
xij (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Uy
1- 0 0+ ° ° 2
1 -1 ° 2 3
+ 1~ -2 1 ° )
(e -1 -1 0
Lat x31 (som har r3; = —2) bli ny basvaribel.
231 kan véxa till vardet 1. Da blir bade x1; och z33 = 0.
Alltsa later vi en av dessa, t.ex x33, lamna basen.
xi; (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
U
0~ 0ot 1 ° ° 2
+ 1- -1 . 2 3
1 ° 3 2 3
’Uj . —1 -1 0
Lat x91 (som har ro; = —1) bli ny basvaribel.
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Om z9; vaxer fran 0 sa blir £1; omedelbart < 0.
Alltsa later vi 17 lamna basen.

Den nya basvariabeln xo; far virdet 0 i den nya baslésningen.

xi; (for basvariabler): ri; (for ickebasvar.):
Uy
0 1 ° 2
1 2 3
1 ° 2 1 4
vy - -2 -1 0

Nu &r r;; > 0 for alla ickebasvariabler.
Optimal 16sning &r alltsa: x13 = w92 = x31 = 1, 6vriga ;5 = 0, 2z = 6.

2.7 (a) Detta MKFP askadliggors genom foljande nétverk:
4 (o 5 ) 5 ey 6
2 4 ©

(0

(b) Basvariablernas virden kan nystas upp i exempelvis f6ljande ordning:

nod 6 = x46 =6, nod 5 = x35 =5, nod 2 = x94 =4, nod 1 = x13 =7,
nod 3 (eller nod 4) = x34 = 2.

Eftersom alla x;; ovan blev > 0 sa 4r baslosningen tillaten.
Malfunktionsvérdet = >° ¢;jz;; = 85.

(c) Simplexmultiplikatorer (nodpriser) bestdms ur att A\; — \; = ¢;; for bas-
variabelbagarna, samt A\g = 0.
Vi far: )\6:0, /\4:5, /\2:10, )\3:7, /\5:5, /\1:10.
Reducerade kostnader r;; = ¢;; — A; + A; for ickebasvariabler:
rio =2, 193 =0, 145 = 2, 156 = —1 = lat x5 bli ny basvariabel.
T56 =0 = 135 =5+0, 146 =6 — 0, r34 =2 — 0 = x34 ska ut ur basen.
Ny baslosning: x13 = x35 = 7, Tog = T4 = 4, Tz = 2.
Malfunktionsviardet = 83.
Nya/\i: )\6:0, )\5:4, )\3:6, )\1:9, )\4:5, )\2:10.
Reducerade kostnader r;; = ¢;; — A\; + A; for ickebasvariabler:
rio =1, r93 = —1, r34 = 1, r45 = 1 = lat x93 bli ny basvariabel.
Tos =0 =35 =740, 156 =240, x46 =4—0, vo4 =4—0 = x4 (eller
alternativt xo4) ska ut ur basen.
Ny baslosning: x13 =7, x93 =4, x35 = 11, x5 = 6, 224 = 4.
Malfunktionsviardet = 79.
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Nya/\i: )\6:0, /\5:4, )\3:6, )\1:9, /\2:9, )\4:4.
Reducerade kostnader 7;; = ¢;; — A; + A; for ickebasvariabler:
r19 = 2, r34 = 0, T46 = 1, T45 = 2.

Alla r;; > 0 = den aktuella baslésningen dr optimal.

4 ) 0 @ <> 6

D
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7. Konvexitet

3.1 (c) Take two points a and b in C + D. Show that Aa + (1 — A\)b belongs to
C + D for all A € [0,1].

ac€C+D = a=z,+y, forsomezx, €C andy, €D
beC+D — b=uap,+1y, forsomex, € C andy, € D

Using the above we get

Aa+(1=XNb=XNzg+ya) + (1 =N (zp +wp) =
=X+ 1 =Ny +Aya + (1 =Ny € C+ D

since C and D are convex. This shows that C + D is convex.

3.2 Take two points a and b in (\,cq Co. Show that Aa + (1 — X)b belongs to
Naea Co for all A € [0, 1]. This is true for if @ and b are in (,c4 Cq, then for
each « € A we have a € C, and b € C,,. Since C,, is a convex set, Aa+ (1 —\)b
belongs to C,. Since this is true for every a € C,, we have Aa + (1 — A\)b in
Naea Co- This shows that (,c4 Cy is a convex set.

3.3 (a) Let x and y be two points in C. Show that (f + g)(A\y + (1 — Nz) <
Af+9) )1 = A)(f + g)(x) for all A € [0,1].

(f+a)Ay+ (1 =Nz) = f(Ay+ (1= N)z) +9(Ay + (1 = N)x) <
{f and g are convex} < A(f(y) +g(y)) + (1 =N (f(z) +g(x)) =
= Mf+9) )+ 1 =N +9)(x)

This shows that f 4 g is convex.

3.4 Let x and y be two points in C. Show that sup fo(Ay+(1—N)x) < Asup fo(y)+
acA a€A
(1 — N)sup fo(z) for all X € [0, 1].
acA

Asgljfa(y) + (1= A)Slelgfa(ﬂc) > As(y) + (1= A) fa(x) >
{fs, B € Ais convex } > fg(Ay + (1 — N)x)

Since the inequality above holds for all 5 € A it must hold that
sup fg(Ay + (1 — A)z) < Asup fa(y) + (1 — A)sup fa()
BeA a€cA a€cA

This shows that sup f, is convex.
acA

Opt & Syst, KTH



30 Owningsexempel i Optimeringslira

3.5 Let x and y be two points in C, and let A € [0,1]. Since g is convex on C, it
follows that

g((1 =Nz + Ay) < (1 = ANg(z) + Ag(y)-
Hence, since f is a nondecreasing function on I, we have

flo((T =Nz + Ay)) < F((1 = Ng(z) + Ag(y)).

Finally, since f is a convex function on I, we have

F(A=Ng(@) +Ag(y)) < (1 =N f(g(x)) + Af(9(y))

The required result now follows by combining the last two inequalities.

3.6 (a) Convex.
(b) Convex.
(c) Convex.

(d) f(x) = 2% /x2, where x5 > 0, is convex if and only if the Hessian matrix
V2f(z) is positive semidefinite for all x5 > 0, where

2 _ 2z

€2 22

V(z) = ;
f( ) _2:01 2‘%%
El]

Since both 2/xy > 0 and (2/z2)(22%/23) — (—2x1 /23)(—271/23) = 0 > 0,
the Hessian matrix is positive semidefinite, which shows that f is convex
for x9 > 0.

(e) Convex.
(f) Convex.

3.7 Since In is an increasing function which is well-defined for positive arguments,
it holds that

n 1/" 1 n 1 n 1 n
<le> S—Z:Ei <— —Zln:pigln (—Z:EZ),
i=1 sl "z iz

forxz; >0,i=1,...,n.

The proof is by induction. Consider the inequality
1 & 1 &
— Zln:ni <In (— Z:EZ> .
n - n -
i=1 =1

for z; > 0,7 =1,...,n. Inx is a concave function for x > 0, and hence the
inequality holds for n = 2. Now, suppose the inequality holds for n = k. We
want to show that it holds also for n = k + 1.
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For some z; > 0,7 =1,...,n, consider the identity

|k )
Inx; = Inz; | + ——1 .
k+1zn k:+1< an) k1 ke

Since the inequality in question is assumed to be valid for & = n, it follows
that

k+1
k+1 Zlnxz < k < le> —lnwkﬂ.

The concavity of In now gives

k+1 1 k 1 k+1
k_’_lZlnﬂjl_ln(—EZ $k+l>:ln<k——|—1;$i>’

as required.

3.8 (a) Let z and y be arbitrary points in C' and let A € [0, 1]. Since z € C, there
exist t; > 0,4=1,...,m such that

m m
T = Ztﬂi and Zti =1.
i=1 i=1

Similarly, since y € C, there exist s; > 0, ¢ =1,...,m such that

m m
Y= Zsixi and Zsi =1.
i=1 i=1
But then,

I=XNzx+Axy=(1-X Ztazl+/\23$1—z — Mti + As;)x;.

=1

Hence, if we define r; = (1 — A\)t; + As;, i = 1,...,m, we have

m
(1 —)\)a:—i-)\y = ZTZ'JIZ',

i=1
and the properties of s; and ¢; give r; > 0,i=1,...,m and > ;" r; = 1.
Consequently, (1 — Nz + Ay € C, as required.

(b) The proof is by induction.

For m = 2, the statement is that if 1 € X and 29 € X, t1 > 0, t5 > 0
and t1 +t9 = 1, then t1x1 + toxo € X. This is true from the convexity of
X.
Suppose that the statement is true for m = k, ie., if x1,..., 2 € X,
t; > 0,i=1,...,k and Zi-“:l t; = 1, then Zletixi € X. We want to
show that the statement is true also for m = k + 1.
Let z1,..., 201 € X, £, > 0,1 =1,. k+1andzk+1t,—1 We want
to show that ZkHt i, € X. If tk+1 = 1, then we must have ¢; = 0,
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1 =1,...,k and the statement is true since Zfi’ll tiz; = Tpr1 € X. Now
consider the case when t;11 < 1. Then

k+1 k

k
Z tix; = Z tiv + tp1 e = (1 — thgn) Z
i=1 i=1 i=1

Since t; >0,1=1,..

i+t 1Tk+1-
1- tk+1

,k 4+ 1 and ZkH t; = 1, it follows that

ti
1 —tpp =0 k- and Zl_tk—l—l
Hence, since it is assumed that the statement is true for m = k, it holds
that
k
Z 1 —1x;, € X.
Pl Sl 7S

But then, since ;41 € [0, 1], the convexity of X ensures that
k+1

> tiwi = (1= tpy)
=1

k
—— 2 + 1T € X,
i=1 1- tk-‘rl

and the induction proof is complete.
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8. Ickelinjir optimering

4.1 (a) Utveckla:

(b)

4.2 (a)

(b)

S(a,b) = 5a® + (Z thv? + (2 Z t2)ab — (2 Z yi)a —
—(2) yit])b+ >yl = (séitt in siffrorna) =

= 502 + 34b% + 20ab — 44a — 118b + 114.

Nodvéndigt for minimum &r att VS(a,b) =0 =
10a +20b—44 =0
20a +68b —118a = 0

B . _ 158 _ 75
med 18sningen: a = =5 och b = 7.

= ekvationssystemet: {

Bilda andraderivatsmatrisen V25 (a,b) = < ;8 (232 ) .

Eftersom denna dr positivt definit (10 > 0, 68 > 0 och 10-68—20-20 > 0)
sa dr den kvadratiska funktionen S(a,b) strikt konvex, varfor 16sningen
ovan ir ett globalt minimum.

Problemet kan formuleras: minimera f(z,y), z,y € IR, dir
8

Flay) =Y (@ — 2 + (y — v)*)?.

1=1

Gradienten, Vf(z,y) = (%, %) , dar:

g _ 28: YU
O a4 (- )P
Vi ser att gradienten existerar om och endast om (z,y) # (z;,y;) for alla
i=1,....8
Problemet kan formuleras: minimera p(x,y), z,y € IR, dir
8

pla,y) = (@ —x:)+ (y—u)°) =

i=1
= 8x2 + 8y? — 2(2 x)T — 2(2 Yi)y + Zw? + 2%27

som &r en kvadratisk funktion i x och y.
Gradienten till p &r Vp(z,y) = (162 — 2>, x;, 16y — 23, y;).
16 0
0 16 /)’
som #r positivt definit (16 >0, 16 > 0, 16-16 —0-0 > 0).

Hessianen till p dr V%(z,y) =
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Déarmed &r p(z,y) en strikt konvex kvadratisk funktion som minimeras
av losningen till ekvationssystemet: Vp(z,y) = (0, 0),
dvs ekvationssystemet: { 125 : ;%;Z : 8
1

. T=3z> 1

Detta system har l6sningen: ’
{ Y= g > Yi
P ska alltsa placeras i tyngdpunktenfor de 8 punkterna P; .
2 2 L T T
4.3 (a) p(x) = 327 + 625 + dz1x0 — 201 — 422 + 1 = 5T Hz + ¢ z + ¢,

. [ 6 4 [ 2 _
darH—<4 12>,c—<_4>,co—1.

H &r positivt definit, ty 6 > 0, 12 >00ch 6-12—-4-4 > 0.
Alltsa erhalls ett globalt minimum till p(x) ur ekv.systemet:
T
Vp(x) = 0, dvs Hx= —c, med losningen & = ( % % ) .
Detta ar ett globalt minimum pga att den kvadratiska funktionen

p(x) = %:cTH:c + "z + ¢ dr konvex da H &r positivt definit.

1 7 7
flx) = EmTHm +cta+c+ 53::1)’ =p(x) + gzn‘%

1421 O

YU@%:Hm+c+(h€(OT,V%@%:H+< 0 o

Newtonsteget d*) bestéims ur ekv.systemet V2f(z*¥))d = —Vf (a!

)

k)).

.
20 =(0 0) = V¥@@)=H och Vf/(2?) =c= Hd=—c=

sd=(12) sa® =20 4a®=(1 2)"

8§ 4
( 4 19 ) och Vf(zM) = <

= ek temet: 8 4 d= -7
eKv.systemet: 4 12 = 0

med 16sningen: dV) = < —3/140 ) N

o ==

.
2z — ( 12 ) = V2f(zV)

1/140

.
jw®:wm+¢n:(% %ﬁ'

)~

4.4 Tillatna omradet = alla punkter i (z1,z3)-planet som ligger i omradet F' i
figuren nedan.

Nivakurvorna till malfunktionen ar vinkelrdta mot vektorn ( 2 3 ) .

Grafisk optimering ger att det finns tva lokala maxima:

Det ena i skdrningspunkten mellan x1x9 =4 och 1 + 92 =5 =
= x1 = 4,29 = 1 och malfunktionsvardet = 11,
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det andra i skiirningspunkten mellan 2% + 23 = 20.5 och 1 + 22 =5 =
= 11 = 0.5, 29 = 4.5 och malfunktionsvirdet = 14.5.

F=TillAtna omradet

4.5 Tillatna omradet = alla punkter i (x1,x2)-planet som ligger i omradet F' i
figuren nedan.
Nagra nivakurvor till malfunktionen dr ocksa utritade (streckade).
Grafisk optimering ger att optimallésningen till problemet &r
skirningspunkten mellan kurvorna g; () = 2 — 2x9 = 0 och
g3(x) = 2] + 25 -1 =0,

dvs 21 = (%)% och g = %

F =Tilldtna omradet
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4.6 (a) Ett nodvindigt villkor for att & ska kunna vara ett lokalt maximum till

f(x) &r att Vf(x) = 0. Derivering ger att:
-
Vf(x) = ( 627 + 23 — 1221 27179 — 279 ) .

Inséttning ger att tre av de fyra punkterna uppfyller Vf(x) = 0, ndmligen

T = (0 O)T, (2 O)T och (1 \/E)T Punkten (1 O)T kan alltsa
inte vara ett lokalt maximum till f(x).

2%2 2331 -2

Det #r vilkint att om V2f(z) dr negativt definit (och Vf(x) = 0) sa ér «
ett lokalt maximum till f(z). A andra sidan, om V2f(z) inte #r negativt
semidefinit sa dr @ inte ett lokalt maximum.

For att ga vidare beriknar vi V2f(z) = < L2es =12 22 )

Insiittning ger att V2f(x) #r negativt definit for = = (O 0 ), medan

V2f(x) inte #r negativt semidefinit for de 6vriga bada, dvs for = =

T T T
( 2 0 ) och ( 1 \/6) . Alltsa dr @ = ( 0 0 ) den enda av de fyra
punkterna som &r ett lokalt maximum till f(x).

(b) Punkter som inte dr lokala maxpunkter kan inte heller vara globala max-
T
punkter. Enda kandidaten bland de fyra &r alltsa @ = ( 0 0 ) .
T
Men £(0,0) = 0 och (t.ex) £(10,10) = 2300, si.@ = (0 0 ) ér inte en
global maxpunkt.
SVAR: Ingen av de fyra punkterna &r en global maxpunkt.

4.7 Deriveringar ger foljande gradienter och andraderivatsmatriser:

V(@) = < O~ Hn i ) Vfi(@) = <_1Z _j)

—2+4x1 — 229
22 — 16%1 - 6%2 —16 —6
Vfs(w) = L Vy(x) = .
fa(x) < 8 _ 6zy _2962) fa(x) ( 6 _2>
70 — T2, —72 0
Vfs(w) = . V() = .
fs(@) < 130 — 128z ) f5(®) ( 0 —128 )

Latz=(1 1) D gillr

vh@ = (0 0)". Vh@ = (0 0)" V@ = (2297 # (0 0)
Dirmed kan & ej vara en lokal maxpunkt till f3(x).

-
En ascentriktning till f3(x) i & ar (t.ex) gradienten, dvs d = ( -2 2 ) .

10 —4
Betrakta nu —V2fi(z) = < )

-4 2
Eftersom 10 > 0, 2 > 0 och 10 -2 — (—4) - (—4) > 0 sa dr —V?f1(&) positivt
definit, och dirmed dr V2fi(Z) negativt definit, och diirmed #ir Z ett lokalt
maximum till fi(x).
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1
Betrakta nu —V?2fy(Z) = ( 2 g)

Eftersom 162 —6-6 < 0 sa dr —V2f,(Z) varken positivt eller negativt definit,
utan istéllet indefinit. & &r ddrmed en sadelpunkt till fo(x).

Taylorutveckling ger:

fo(@® + ad) = fo(®) + aVfa(®)Td + S dTV?a(2)d + o(a?), dvs

fo(@ + ad) — fo(&) ~ & dTV2fo(2)d for sma o (ty Vfa(2) = 0).

d sr darfor en ascentriktning till fo(z) i  om 1d"Vfo(2)d > 0,

dvs om (dy, dp) ( I ) <d1 ) = —8d? — 6dydy — d% > 0.
-3 -1 da

Kvadratkomplettering ger:

—8d? — 6dydy — d% = —((da + 3d1)? — d?) som &r > 0

om exempelvis d = ( 1 -3 )T.

4.8 (a) min f(z,y,z) = —xyz
da  h(z,y,2) = 22 +y?+ 2214400 = 0
z,y, z >0

(b) Vf—l—)\-Vh:(—yz —zx —:L"y)—l—)\-(2x 2y 2z):
= (s#tt in den foreslagna l6sningen r = y = 2z = 1/4800) =
=4800- (—1 =1 —1)+V4800A-(2 2 2)=(0 0 0)
om X\ = 1/1200.

4.9 (a) (P1) min 2Cixprp + 2Cxpry + 2Coxgxy,
da TLXBTH = 1
(samt xr, zp, g > 0 som vi enligt uppgiften ej behover behandla)

(b) Forsta ordningens optimalitetsvillkor for (P):
0

2C1(£B + QngH — )\waH
2C1x +2Coxy — Axeg = 0
2C2(£B + QngH — )\achB =0
1—1'[,1'3(5[{ =0

1
TBTL

(c) oy =
C C

(Pg) min F(acL,xB) :2C1xLxB_|_2_2_|_2_2

B Iy,

Forsta ordningens optimalitetsvillkor for (Ps):

oF 2C5
— =2C ——= =0
oxy, 1B x%
oF 2C5
— =2C ———=0
axB 1L 3323

Detta ickelinjira ekvationssystem kan losas analytiskt =
2
= &1 =dp = ($)5 och dirmed &y = (&)5.
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4.10 (a)

(b)

Lat D vara en diagonalmatris med diagonalelementen r;;, och lat matri-
sen A och vektorn p vara sadana att bivillkoren i (QP) kan skrivas pa
formen: Ax = p.

Detta kan astadkommes (jamfor TP) genom att lata:

Tr = (.Z'll,f]:lg,... 7xmn)T7 p = (—CLl,... 7bn—1)T OCh
—-1... -1 0 ... 0
0 0 -1 -1

A=

0...010 ...... 010
dar vi strukit sista balansekvationen pa vilkant TP-sétt.

A dr alltsa en (m +n — 1) X (mn)-matris med linjért oberoende rader.
(QP) kan nu skrivas: min =" Dz di Az = p.

Eftersom D &r positivt definit sa dr detta problem ekvivalent med foljande
Dx + ATw =0

Azx =p

Hér kan « enkelt 16sas ut (eftersom D ér diagonal) varvid:
x=—-D"T1ATw och —AD 'ATw = p Detta #r vart sokta ekv.system!
D pos.def. och A linj.ober.rader == AD ' AT ickesingulir (enkel 6vn.)
Alltsa har ekvationssystemet en entydig losning w*, varpa optimal-
16sningen till (QP) ges av z* = —D ! ATw*.

Lat w = (Uly- -y Up, V1., Up—1)" OCh ;5 = %

linjéra ekvationssystem: {

Dé erhdlls: # = —D'ATw & x;; = ¢;j(u; — v;) (Ohms lag!) for alla i
och j, forutsatt att man satter v, = 0.
Vidare kan da ekvationssystemet —AD~'ATw = p skrivas pa formen:
azuz_‘_zgl;ll(_qu)vj = Gy, 1= 17"'7m
Yty (=gij)ui + Bjv; = —bj, j=1,...,n—1
dir o = Z?:l ¢ij och B = >0 qij.
Speciellt om alla 7;; = 1 sa blir ekvationssystemet ovan:
n-u; — ;‘:_llvj =a, t1=1,...,m
— ;’ilui—l—ﬂjvj :—bj, jZl,...,TL—l
medan x;; = u; —v; (dér v, = 0).
Omnuz;; = 2 .a;+L.b;— LS (som foreslaget r) si ger identifikation

(forst for j = n) att:

3|-=

mn
Vj =

(bn, — bj) j=1,....n—1

Inséttning visar att dessa u; och v; léser ekvationssystemet ovan.
Slutligen ett litet exempel:

Lat: m=n=2, a =10, ap =2, by =2, by = 10, alla r;; = 1.
Dablir: w1 =7, ug =3, v1 =4, vo =0,
r11 =3, 12 =7, w1 = —1, wop = 3.
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4.11 (a) Vart studerade problem (QP) kan skrivas:

min - z'Iz (I = 7 x 7 enhetsmatris)
@p)
da Ax =b
T, —
Optimalitetsvillkoren for (QP) blir da: { IAZ—'_ A'u B 2 som &r ett

linjart ekvationssystem i « och wu.
Iz+ ATu=0=2z=-ATu = (sitt ini Az = b) = AATu = —b,
2 -1 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1
dér: AAT=] 0 -1 2 0 0 |och—b=

o O O o =

A:s rader linjéirt oberoende = AAT positivt definit = existerar en unik
16sning w till systemet AATu = —b

Inséttning visar att det foreslagna u = (1.4 0.8 04 1.0 0.6 )T ar
denna (unika) 16sning till AATu = —b.

Optimalt  erhalls ur £ = —ATu, dvs

1 =u] —ug = 0.6, xo =uo —uz = 0.4, x3 = u; —ug = 0.4,

x4 =1uo —us =0.2, r5 =u3 =04, rg = uqg —us = 0.4, r7 = us = 0.6,

.
m@w:(Oﬁ 04 04 02 04 mioﬁ).

u;:na kan tolkas som spidnningarna (i Volt) i de olika noderna da nod 6
”jordats” (dvs ug = 0).

-
(b) Sittz=(1 00 100 1),
Inséttning visar att AZ = b (all strom genom ldnkarna 1, 4, 7). Nollrum-
met till A har dimensionen 7 — 5 = 2.

De tva kolumnerna 2! och 22 i den givna matrisen Z &r uppenbart linjéirt
oberoende. Insittning visar att Az! = 0 och Az% = 0.

Alltsa utgor z!' och z? en bas i nollrummet till A.
D4 giller att Az = b om och endast om & = & + Zv for nagot v € IR?.
(QP) kan alltsa skrivas:

min % (- Zv)T (& — Zv) = % W' ZTZv +0"ZTz + % 2Tz
da v e R
Optimalt v erhalls ur ekvationssystemet Z' Zv = —Z "z, dir:

4 -1 —2 —04
AV och —ZTz = = optimal v = =
-1 4 2 0.4

= optimalt =
.
:(1—04 0404 0404 1-04—04 0+04 0+04 1—&4) —

-
:(0.6 04 04 02 04 04 0.6) som i (a)-uppgiften.
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4.12 (a) Let
f(z) = =227 + 12z129 + a3 — 81 — 2673,
g1(z) = x1 + 2x9 — 6,
92(:17) = — 1,
93($) =T — 37
94($) = —2,

(b)

so that the problem is on standard form

min  f(x)
(P) st gi(z) <0, i=1,...,4,
x € IR

Differentiation gives

Vf(x)T:<—43:1+12m2—8>7 Vr()T — <1> Vo) = (-1

1221 + 1429 — 26

Vgg(a:)T = (é) , Vg4(a:)T = < _2) .

We may now try all combinations of active constraints to find all KT
points. The following three combinations of active constraints give the
KT points. With no active constraints we get

—4x; + 1229 — 8 = 0,
1221 4+ 14x9 — 26 = 0,

yielding the KT point ' = (1 1)T with A = (0 0 0 0)T. With constraint
2 active we get

—4dx1 + 1229 — 8 — Xy = 0,
1221 4+ 14x9 — 26 = 0,

—xr1 = 0,

yielding the KT point 22 = (0 13/7)T with A?> = (0 100/7 0 0)T. With
constraints 3 and 4 active we get

—4x1 + 1229 — 8+ A3 = 0,
1221 + 1429 — 26 — Ay = 0,
331—3:0,

—X9 = O,

yielding a KT point 23 = (3 0)T with A> = (0 0 20 10)T.
Since we are minimizing a continuous function over a closed and boun-
ded set, a global minimizer exists. In addition, linear constraints is a

constraint qualification, implying that all local minimizers must satisfy
the KT conditions. The global minimizer is thus obtained as the KT
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point with the minimum objective function value. We have f(z!') = —17,
f(@%) = =241, f(23) = —42, and hence conclude that 2® = (3 0)T is the
global minimizer.

L2 4 ) =
3.5% g
| e ——
2.5 = —
2t E} z =
E Gt
15 = - %
1r ; * ;
0.5 = =
O\HHHH%\\H\\H\HHHHH\HHHHH\HHEHHHHH
0.5 = =
1 | — ,
-1 0 1 2 3 4

T
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