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Tentamen i SF1861 och SF1851 Optimeringslara.
Fredag 30 augusti 2013 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tilldtna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran nagot ars hemuppgifter hoppar 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a)

Ett foretag tillverkar de tre produkterna A, B och C.

Tillverkningen bestar av momenten stansning och pressning.

Varje produkt maste genomga bdgge momenten.

Stansavdelningen, som kan utnyttjas 8 timmar per dag, har féljande kapacitet:
2000 enheter per timme av produkt A, eller

1600 enheter per timme av produkt B, eller

1200 enheter per timme av produkt C.

Avdelningen kan utan problem stélla om fran en produkt till en annan.
Pressavdelningen, som kan utnyttjas 8 timmar per dag, har féljande kapacitet:
1000 enheter per timme av produkt A, eller

1500 enheter per timme av produkt B, eller

1900 enheter per timme av produkt C.

Avdelningen kan utan problem stélla om fran en produkt till en annan.
Téckningsbidraget (intdkt minus rorlig kostnad) per tillverkad enhet av
respektive produkt ar: 11 kr for A, 9 kr for B och 8 kr for C.

Foretaget vill nu bestdmma hur manga enheter av respektive produkt som ska
tillverkas per dag for att det totala tdckningsbidraget ska bli sa stort som mojligt
utan att man bryter mot avdelningarnas kapacitetsbegransningar.

Din uppgift ar att formulera foretagets problem som ett LP-problem. Forklara
vad dina variabler, malfunktion och bivillkor star for.

Du behover inte berdkna en optimal 16sning till problemet. ............. (5p)
1 2 3 3

I denna uppgift &ar A=|2 4 5 7
36 9 9

Bestdm en bas for vart och ett av de fyra fundamentala underrummen till A,
dvs for bildrummet respektive nollrummet till A (R(A) och N (A)),
samt for bildrummet respektive nollrummet till AT (R(AT) och N'(AT)). (4p)
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2. (a) Betrakta foljande LP-problem pa standardform:

P1: minimera x1 + 3z2 + x3 + T4
da 1 —x9+x3— 214 =1,
T1+ T2 —x3 — T4 = 2,
zj >0, 7=1,2,3,4.

Visa att (x1, z2, x3, x4) = (1.5, 0.5, 0, 0) &r en optimal 16sning till P1. .. (4p)

(b) Antag nu att vi andrar likhetsbivillkoren i P1 till olikhetsbivillkor
av typen >, sa att foljande LP-problem erhalls:

P2: minimera x1 + 3z2 + x3 + 4
da z1 —x9+ 23 — 24 > 1,
T1+ T — 13— x4 2> 2,
z; >0, j=1,2,3,4.

Bestdam, med simplexmetoden, en optimal 16sning till detta LP-problem P2.
Det &r tillatet att utga fran resultatet i (a)-uppgiften ovan. ............. (4p)

(¢) Formulera de duala problemen D1 och D2 svarande mot respektive P1 och P2.
Askadliggor dessa bada duala problem i varsin noggrann figur.
Bestam, med hjdlp av dessa figurer, optimala 16sningar till D1 och D2. .. (4p)

3. Denna uppgift handlar om ett litet elektriskt nétverk med resistanser pa linkarna.
Nétverket har nodméngden N' = {1,2,3,4} (dvs total 4 st noder) och lankméngden
B ={(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)}. Varje lank (i,j) € B har en given resistans R;;
Ohm.

Antag nu att man utifran (mha strémkéllor) matar in strémmen 4 Ampere i nod 1
och tar ut strommen 4 Ampere fran nod 4. Den totala (varme-)effekten i natverket
ges da av

R13$%3 + R14I%4 + Rle‘%g + R24x§4,

dér x;; = strommen i linken (7,7). Om x;; > 0 sa gar strémmen i linken fran nod
i till nod j, medan om z;; < 0 sa gar strommen i linken fran nod j till nod <.

Naturen véljer strommarna x;; pa ett sadant séitt att ovanstaende summa minimeras
under bivillkor pa strombalanser i de tre forsta noderna. Strombalans i den fjarde
noden, dvs —x14 — x94 = —4, foljer av strombalanserna i de ovriga tre noderna, som
for alla balanserade natverksflodesproblem.

Din uppgift &r nu att berdkna lankstrommarna z;; genom att l6sa ovanndmnda
optimeringsproblem som har en konvex kvadratisk malfunktion och linjara likhets-
bivillkor. Anvand en lamplig generell metod for denna typ av kvadratisk optimering.
Du far for enkelhets skull anta att R;; = 1 for alla lankar. ................... (9 p)
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4. Man vill minimera foljande ickelinjara funktion utan nagra bivillkor:

(a)

(b)
()

f(x1,29) = w3l + 23 + 323 — 221 — 62,

Utfor tva fullstdndiga iterationer med Newtons metod, utgaende fran start-
punkten x(!) = (0, 0)T, dvs beriikna iterationspunkterna x® och x® samt

motsvarande malfunktionsvarden. ......... ... . . oL (6p)
Ar punkten (0.5, 1)T en lokal minpunkt till f(z1,22)? ....oovveeeinnn ... (1p)
Avgér om f #r en konvex funktion pa hela planet IR?. .................. (3p)

Rdknehjalp: Det far anses vara kant att en symmetrisk 2 x 2—matris [ Z c] ar

positivt semidefinit om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b*> > 0,
samt positivt definit om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b*> > 0.

5. De bada deluppgifterna i denna uppgift 5 ar oberoende av varandra.
Det gar alltsa att 16sa (b)-uppgiften utan att forst 16sa (a)-uppgiften och vice versa.

(a)

Lat i denna deluppgift f(x) = %XTHX + ¢'x, diar H &r en given symmetrisk
positivt semidefinit nxn—matris och ¢ # 0 ar en given vektor i IR".

Antag att punkten X € IR™ uppfyller att f(X) < f(x) for alla x € IR".
Visa att da galler foljande:

£#0, f(X)<0, och " H% > 0.

Observera att vi forutsatt att den givna vektorn c inte ar nollvektorn. .. (5p)

I denna deluppgift antar vi att f &r en given kontinuerligt deriverbar konvex
funktion fran IR" till IR. (Ej samma funktion f som i (a)-uppgiften.)

Betrakta problemet:
minimera f(x) dax >0, dvsz; >0forj=1,...,n.
Stall upp KKT-villkoren for detta problem, samt visa med hjélp av dessa att

punkten X = (#1,...,4,)" € IR" ir en globalt optimal 16sning till problemet
om och endast om samtliga foljande villkor ar uppfyllda:

£>0, VF(X)T>0 och Vf(%)x=0,

dir Vf(x)= <68;1(>”<), e ;m'};(fc)) = gradienten till f i punkten %.
Kéanda satser far anvindas om de formuleras korrekt. ................... (5p)

Lycka till!



