i

Sy,
EKTHY

VETENSKAP
3% OCH KONST 9%

s

KTH Mathematics

Tentamen i SF1861 Optimeringslara for T.
Tisdag 19 maj 2009 kl. 08.00-13.00

Examinator: Per Enqvist, tel. 790 62 98
Tillitna hjalpmedel: Penna, sudd och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut

Om ej annat anges i texten skall problemen 16sas med systematiska metoder som ej blir
orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt. Om ej annat anges i
texten far kénda satser anvéndas utan bevis.

Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).

Den som har minst 9 poédng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre veckor
efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta i sa fall examinator.

Numrera sidorna och skriv namn péa varje blad. Behandla endast en uppgift per blad.

1. (a) Betrakta foljande linjdra optimeringsproblem:

min x; — x9 + 3x3
x

(P) da  z1—x2+223=1
201 + 3w+ a3 =7
I 20,1'2 2031'3 ZO

Ett sédtt att hitta en startbaslosning till detta problem &r att 10sa ett sa kallat
fas 1 problem. Formulera fas 1 problemet for att hitta en startbaslosning till
(P), och ange en tillaten baslosning till detta fas 1 problem.

Hur vet man baserat pa losningen av fas 1 problemet om (P) har en tillaten
baslosning eller inte?

Notera: Fas 1 problemet behover inte 16sas. ............................. (5p)

(b) Betrakta problemet
minimera 5x1 + 4x9
da x1+2x9 > 2
r1 — T2 Z 1
1 2 0,29 >0,

och dess dual
maximera 2y; + Yo
da y1+y2 <5
2y1 —y2 < 4
y1 20,92 = 0.

Bestdm grafiskt 16sningen till de tva optimeringsproblemen och verifiera sedan
med hjalp av svag dualitet att dessa verkligen dr de optimala l6sningarna.
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2. (a)

Betrakta foljande linjara optimeringsproblem:

min x1 — 279
x
Tl — T2 S 1
x1 20,29 >0

Skriv problemet pa standardform och 16s det med simplexalgoritmen.
Tips: borja med slackvariablerna i basen. .............. ... ... ... (4p)

Antag att forutsattningarna till varat problem &ndras sa att férsta komponen-
ten i hogerledet andras med 6. Malfunktionens optimala virde &ndras da linjart
om vi antar att 0 inte ar for stort. Vad ar den linjara termen och for vilket
intervall for 6 géller detta 7

min x1; — 2x9
X

3 <
(P(S) da .’L'1+3.T2_1+(5
I‘l—l'2§1
x1 > 0,22 >0

Antag att forutsattningarna till varat problem dndras sa att koefficienten framfor
r1 i malfunktionen &ndras med . Malfunktionens optimala varde dndras da
linjart om vi antar att e inte ar for stort. Vad &ar den linjdra termen och for
vilket intervall for e géller detta ?

min (14 ¢e)x; — 229
x
5 <
(P.) da x1+3x2<1
T —x0 <1
x1 20,29 >0
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(a) Bestdam bildrummet till A7 och nollrummet till A och visa att dessa underrum
ar ortogonala da

1 2 00
A=1]110 2 0
2 2 20
......................................................................... (4p)
(b) Betrakta det kvadratiska optimeringsproblemet
minimera %ZETH z+clx
(P) ,
da Ax =10
dér A &r som i (a) och b, H, ¢ ges av
0 1 0 -2 1 7
01 0 0 1
b_g’H_—2000’c_o
1 0 0 1 2
Visa att (P) &r ett konvext optimeringsproblem. ........................ (2p)
(c) Bestdm den optimala punkten till optimeringsproblemet (P). ........... (4p)
Betrakta det icke-linjara optimeringsproblemet
minimera f(x)
(P) da r € R?
dir f(z) = /2% + 1+ 23,
(a) Ar detta ett konvext optimeringsproblem ? ........................... .. (1p)
(b) Starta i punkten z(%) = (2,1) och utfor ett steg med Newton’s metod. Anvind
en steglangd ¢y som ges av det storsta av virdena 1,1/2,1/4,--- sadant att
F@ +tod”) < f(a).
Ledning: v/10 — v/5 22 0.92. ..ottt (4p)

(c) Antag nu att det tillatna omradet till (P) begrénsas till
F={xeR?:af +a3>1}.

Uppfyller i sa fall punkten z* = (1,0) KKT-villkoren ?
Kan vi nu séga att z* ar ett lokalt eller globalt minimum 7
Motivera svaret VAL . ...... .. .. (3p)

(d) Antag nu att det tillatna omradet till (P) begrénsas till
f:{$ER22($1—2)2+ZL‘%§1}.

Uppfyller i sa fall punkten z* = (1,0) KKT-villkoren ?
Kan vi nu séga att * ar ett lokalt eller globalt minimum 7
Motivera svaret VAL ...... ... (3p)
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5.  Givet ett antal punkter {(p;, ¢;) }I" i planet, bestdm den cirkel i planet som i minsta
kvadrat-mening bast ansluter till dessa punkter. De givna punkterna kan ses som
maéatvarden av positionen for ett antal okdnda punkter som vi vet ligger pa en cirkel.

(a) Formulera ovanstaende problem som ett icke-linjért minsta kvadratproblem.
(Det kan finnas flera meningsfulla formuleringar av problemet)

(b) Antag att vi har givet punkterna {(0.6,0.8), (0.8,0.6),(—1.1,0), (0,—0.9)}.
Bestdm forsta ordningens nodvéandiga optimalitetsvillkor for problemet du for-
mulerade i (a) idetta fall. ...... ... . . (3p)

(c) Bestam det ekvationssystem som enligt Gauss-Newton’s metod bestdmmer en
sokriktning d. Hur ser detta ut om vi antar att vi boérjar med en startlosning
bestaende av enhetscirkeln med centrum i origo for problemet i (b).

Beskriv hur man lampligen anvander d for att fa fram nésta iterationspunkt.

Lycka till!



