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1.

2.

(a)

(a)

Infor artificiella variabler x4 och x5 och definiera fas 1 problemet

min x4 + T5
xT

(Fas 1) da x1—zo+2x3+x4=1
201 +3x2+ a3+ 25 =17
Il 2051‘2 Zoax?) 20,33420,1’5 207

En tillaten startbaslosning ges av 4 = 1 och x5 = 7, och 1 = 29 = 3 = 0.

Om fas 1 problemet har ett optimalvérde som &r strikt storre &n noll sa har (P)
ingen tillaten baslosning, och dr optimalvéardet lika med noll s& ges en tillaten
baslésning av de optimala x1, z9 och x3.

De tillatna omradena till primal respektive dual ges av

Vi ser att optimum for primalen ges av skdrningspunkten till de tva linjerna
1+ 2x9=2o0chx; —x9 =1,dvs. 21 =4/3 och x5 = 1/3.

Vi ser att optimum for dualen ges av skdrningspunkten till de tva linjerna
y1 +y2 =5 och 2y; —ys =4, d.v.s. 1 = 3 och x9 = 2.

De tva punkterna ovan ar tillatna till primalen respektive dualen och dessutom
galler att

4 1
Sy 4wy =55 +Ag =8=2-3+2=2y +

och enligt svag dualitet sa maste dessa punkter vara optimala till respektive
problem.

Infor slackvariabler for att fora éver (P) pa standardform

T

min c'x
T
(Ps) st. Ax=0b
x>0
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dar
1 310 1 T
A_[l—lol]’ b_[l}, c=[1 -2 0 0] .

Vi borjar med slackvariablerna 3 and x4 i basen, d.v.s. § = {3,4} och § =

(1,2},
<[4 4= [2 2]

Da ger ekvationerna Agy = c¢p och 'r5T = c? —yT A; att

y:|:8:|, =1 —-2].

Lat xo ga in i basen. Vilken variabel ska ldmna basen 7

Fran Agay = ag, far vi a2 = (3,—1)T, och eftersom det andra elementet #r
negativt, sa maste den forsta basvariabeln, ndmligen x1, ldmna basen.

Nu ér = {2,4} och 6 = {1, 3}, och vi uppdaterar bas- och ickebasmatriser:

30 11
=3V o]

Nu ger ekvationerna Agy = cg och 7"5T = cg —yTA; att

y:[_z/ﬂ, T =153 2/3].

Eftersom alla reducerade kostnader ar positiva sa ar den aktuella baslosningen
& =(0,%,3%,0) optimal.

Om vi andrar koefficienten i hogerledet sa kommer samma baslésning vara
optimal sa ldnge som den é&r tillaten. (reducerade kostnaderna &ndras ju inte

av denna fordndring) Vi har att

—1
o, [ 30 1461 1[1+56
f”ﬁ_Aﬁb_[—l 1] [ 1}_3 446 |

vilken ar icke-negativ om § > —1. I sa fall galler att

T
-2 11146
chrg = [ 0 ] 3 { it ] = —2/3(1+9).
Koefficienten —2/3 svarar ocksa mot simplexmultiplikatorn y; och den optimala
dual variabeln.

Om vi andrar koefficienten i malfunktionen sa kommer samma baslosning vara
optimal sa lange som motsvarande reducerade kostnad fortfarande &r icke-
negativ, d.v.s. sa linge som r1 = ¢; —yTa; = (1 +¢€) — [-2/3 0][1 1T =
€+5/3>0. Om € > —5/3 sa kommer malfunktionens varde alltsa dndras med
z1€, d.v.s. inte alls eftersom x; inte ar en basvariabel och darfor noll.
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3. (a) Foérst bildrummet till AT:

1 1 2 1 1 2 1 01

AT _ 2 0 2 N 0 -2 -2 N 011
0 2 2 0o 2 2 0 00
000 0 0 O 000

Trappstegskolumnerna i denna matris ar nr. 1 och 2 och déarfor spanns bil-
drummet till AT av kolumn 1 och 2 i AT.

Nollrummet till A

1 2 00 1 2 00 10 2 0
A=1]11 0 2 0 ~ 0 -2 20 ~ 01 -1 0|,
2 2 20 0 -2 2 0 00 0 O
spanns av kolumnerna i

-2 0

1 0

Z= 1 0

0 1

Att dessa underrum #r ortogonala foljer av att = € R(AT) kan skrivas 2 = Al,v
och y € N(A) kan skrivas y = Zw och

:L‘TyZUTAme:vT{i g 0 0]

[\
o
= o O O
g
Il
~
—
es}
(e}
—
Il
)

O = =

(b) For att (P) ska vara ett konvext optimeringsproblem kravs det att den reduc-
erade hessianen ska vara positivt semidefinit. Har:

—2 01* 10 -2 1 2 0
1 0 01 00 1 0 13 —2
Tyrrrmr _ _
Z7HZ=1 1 o H=1 50 00 1 0 _[—2 1]
0 1 10 01 0 1

Diagonalmatrisen i LD LT -faktoriseringen av denna reducerade hessian bestéims

13 -2 13 -2 13 0

-2 1 0 1+4/13 0 17/13 |’
och eftersom diagonalelementen ar positiva sa dr den reducerade hessianen pos-
itivt definit.

(¢) En losning till ekvationen Az = b ges av & = 0. Med

¥

T

— o O O
N O =
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ges en losning v till ekvationssystemet ZTHZv = —Z7¢, d.v.s.
13 -2 _ | 13
—2 1 |7 2

av v =[10]T.

Eftersom den reducerade Hessianen Z7HZ #r positivt definit, s& dr & = Z +
vZ = (—2,1,1,0)” det unika minimat till (P).

Gradienten till f ar Vf(x) = [2 2x2), och hessianen ges av

1+zf

Vif(z) = [ Vi ]
0 2

Eftersom hessianen #r positivt definit for alla z € IR? sa dr f konvex.

Vi startar i punkten (9 = (2,1). Da giller

)y _ 12 2,00 _ | 7 O
Vi )—[\/g 2], och V7f(z") = [ «05 2],
och ekvationssystemet V2f(2(0)d®) = —V f(z(®) ger d© = [-10 —1]7.

Vi har att f(z(©) = /5 + 1.

Steglangdsval:

Full steglingd f(z(® +d©) = f(—8,0) = VI + 64 > /5 + 1.

Halv steglingd f(z(®) +1/2d©) = f(=3,1/2) = V10 +1/4 > /5 + 1.

Kvarts steglingd f(z(© +1/4d©) = £(—0.5,0.75) = \/(5/4) + 9/16 < /5 + 1.

Nista punkt blir (1) = 2(0) 4+ 1/4d©®) = (-0.5,0.75).
Lat
_ 2., .2
9(x) =1— (a1 + x3)
Da kan problemet skrivas min f(x) da g(z) < 0.
I punkten z() = (1,0), &r bivillkoret aktivt.

VM) +AvgzW) = (1/v2 0)+A( -2 0)=0.

Detta &r sant for A = 1/23/2 > 0.
Problemet &r inte konvext, (Tillatna omradet innehaller ett hal), sa KKT-
villkoren ar bara nddvéandiga och vi kan inte siga att x* &r ett lokalt eller
globalt minimum. (Forsta ordningens) KKT-villkor kan bara anvindas till att
utesluta punkter for dessa icke-konvexa problem.
Lat

g(z) = (21— 2)" +a3 — 1
Da kan problemet skrivas min f(x) da g(z) < 0.
I punkten z(M) = (1,1), &r bivillkoret aktivt.
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VM) +AvgzW)=(1/v2 0)+A( -2 0)=0.

Detta &r sant for A = 1/23/2 > 0.

Problemet &r konvext, (Tillatna omradet ar en disk), sa KKT-villkoren &r ek-
vivalenta med de globala optimalitetsvillkoren och vi kan alltsa sdga att x* &ar
ett globalt minimum.

Cirkeln &ar den som ska bestammas och vara variabler ska beskriva denna.
Lat (o, B) beteckna centrum for cirkeln och lat r beteckna dess radie.
Problemet kan skrivas som min, f(z), dir f(z) = Y7, he(z)? = h(z)Th(x),
z=[a, B, 7|7 och

hi(z) = (2(1) —pp)? + (@(2) —qp)? = 7%, k=1,---,m.
Alternativt kan man &ven vilja
() =/ (@(1) —pe)? + @2) —q)? = Irl, k=1,---,m.
Forsta ordningens nodvindiga villkor siger att V f(x) = 0. Har ér Vf = hTVh,
P
" (@(1) = p1)? + (2(2) — 1)} = 1,
hz) = (x(1) = p2)* + (2(2) — ¢2)* — 72,
| @) =) (2(2) —g3)? =2, |
(z(1) = pa)® + (2(2) — qu)* — 12,
och
2(x(1) —p1) 2(z(2) —qu) -2,
_ | 2(=(1) —p2) 2(z(2) —gq2) -2,
VAE =1 50(1) - ps) 2(0(2) —a5) 2,
2(x(1) —pa) 2(x(2) —qs) -2,
For givna data far vi att
(—=0.6)2 + (—0.8)2 — 12, 0
| (-0.8)2+(-0.6)2—12, | 0
h(a®) = (1.1)2 + (0)2 — 12, ~ | o021
(0)2 + (0.9)% — 12, —-0.19
och
2(—0.6) 2(—0.8) -2, -12 —1.6 -2
| 2(-0.8) 2(-06) -2, | | -1.6 —12 -2
Vh(®) = 2(1.1)  20) -2, | | 22 0 -2
2000 2(0.9) -2, 0 18 -2
vilket ger
Vi) =[0462 —0.342 —0.04 ].

dar (0 = [0, 0, 1]7.
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(c) Sokriktningen d bestdms av ekvationssystemet

Vh(zT'Vh(z)d = —=Vh(zO) T h(z).

Nu géller
8.84 384 1.2
Vh(zTVh(z®)= | 384 724 2 |,
1.2 2 16
sa systemet som bestammer d ges av
8.84 3.84 1.2 0.462
384 724 2 |d=-—| —0.342
1.2 2 16 —0.04

Nér vi har bestdmt d sa gor vi en approximativ linjesdkning i d’s riktning. T.ex.
kan vi bestdmma t; som det forsta i en avtagande f6ljd av tal som gar mot noll
sadant att f(z( +t,d) < f(2(©) och sedan lata den nya iterationspunkten ges
av z() = 20 4 trd.



