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1. (a) Utfor radoperationer pa A tills vi erhaller matrisen
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Da ser vi att bildrummet till A kommer att spdnnas upp av kolumn 1 och 3,

dvs
1 2
R(A)=span(| 1 |,]| 1
1 3

)

Utfor radoperationer pa AT tills vi erhéller matrisen

1 0 2
01 -1
0 0

D4 ser vi att nollrummet till A7 spénns av

-2
N(AT) = span( 1
1 -
Eftersom
17171 -2 217 T
1 1] =0, |1
1 1 3] |

sa ar underrummen ortogonala.

Ett spannande trad adr en delméngd av bagarna i grafen som innehaller ett
minimalt antal bagar sadana att alla noder forbinds av en vég, dvs grafen ar
sammanhangande, och det inte bildas nagra cykler i delgrafen.

Ett exempel 4&r om man tar bagarna (1,4),(

2,4),(3,4),(4,5),(4,7) och (4, 8), som

svarar mot baslosningen x14 = 10, xo4 = 5,234 = 5,245 = 4,247 = 8, 148 = 8 och
ovriga floden lika med noll. Eftersom alla flédena &r icke-negativa och uppfyller

flédesbalansen i varje nod sa &r denna baslosning tillaten.
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2.  (a) Viborjar med 7 och x5 som basvariabler. D.v.s bas och icke-basvariabel index
ges av 5 = {1,2} och n = {3,4}, sa

SIHES N

och b= B~1b = [1 1]T vilket ger startlosningen = = (1,1,0,0).
Nu ger ekvationerna BTy = ¢p och é% = c% —yT'N att

y:[5_/;:| rv=[-3/2 1/2].

Lat x3 ga in i basen. Vilken ska ga ut ?
Fran Bay = ay, far vi att a4 = (3/2, —1/2)7, och eftersom det forsta elementet
ar det enda positiva sa gar x; ur basen.

Uppdatera bas och ickebasmatriserna: Bas och icke-basvariablernas index ges
av 8 = {2,3} och n = {1,4}, och

3 0 11
o= ]r=1]
Ekvationerna BTy = ¢p och é% = c% —yT'N ger
-1
y:{ 1], 7”17\}:[2 1].

Eftersom alla reducerade kostnader #r ickenegativa, sa ér & = (0,4/3,2/3,0)7
optimal.
(b) Dualen blir
[ min 4y + 2y
y
da  y1+y2 <2
(D) 3y1 +y2 < —2
y2 <1
Nty <1

(c) Tillatna omradet for dualen ges av

(d) Optimum f6r dualen ges for y = (—1, 1), ses t.ex. fran figur. Vi kontrollerar att
den ar tillaten for dualen, dvs. ATy < ¢. Dessutom géller att malfunktionen
for dualen b7y = —4 + 2 = —2, och malfunktionen for primalen ¢’x = 4/3 %
(—2) 4+ 2/3 = —6/3 = —2, och enligt svag dualitet sa maste alltsa varat y vara
optimal till dualen.

3.  (a) Utfor radoperationer pa matrisen
1 1 01
[Ab=|-1 0 1]1],
0 -1 —-110
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sa erhaller vi

och sista ekvationen kan aldrig uppfyllas.

Los AT Az = ATb, vi utfor darfor radoperationer pa matrisen

21 —-110
[ATA AT =| 1 2 1|1],
-1 1 211
sa erhaller vi
10 —-1|-1/3
0 1 1 2/3
00 0 0
En vektor som loser detta ar
-1/3
=1 2/3
0

Vi vill nu 16sa ekvationssystemet AATu = Ax* och utfor darfor radoperationer
pa matrisen
2 -1 —-1| 1/3
[AAT Az*)=| -1 2 —1| 1/3 |,
1 -1 2|-2/3

sa erhaller vi

1 0 —-1]1/3
01 —-1]1/3
0 0 0 0
En vektor som loser detta ar
1/3
u= | 1/3
0

Da dr & = ATa = (0,1/3,1/3)T.

Vi har att A2 — b = (-2/3,-2/3,-2/3)T, och kolumnerna i A #r ortogonala

mot denna vektor, dvs
T

T T

1 —2/3 1 —2/3 0 —2/3
~1 —2/3 | =0, 0 —2/3 | =0, 1 —2/3 | =0
0 —-2/3 ~1 -2/3 ~1 —2/3

Gradienten till f ar Vf(z) = [221 + 222+ 223, 4dxo+ 221+ 323, 6234211+
3], och Hessianen ges av

Vif(x) = =H,

W NN
W = N
D W W
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Genom LD L”-faktorisering erhalls en D-matris med diagonalelementen 2,2, 3 /2
och darmed ar Hessianen positivt definit och f ar strikt konvex pa hela rummet.
I startpunkten ar Vf(z(?) = (2,4,3)T, och ekvationssystemet V2 f(x())d(®) =
—Vf(x®) har 16sningen d® = (0, —1,0) eftersom V f(z(?)) &r lika som andra
kolumnen i H.

Nu blir (V) = (0 4+ d(© = (0,0,0)7, eftersom f(zM) =0 < f(z©) = 2.

I néista iteration ar V f(z(?) = (0,0,0)7, sa da blir 16sningen till V2 f(z(1))d®) =
—V (M) vektorn dV) = (0,0,0)” och ) = (M) +dM = (0,0,0)" = (M och
algoritmen har konvergerat.

Eftersom vi har ett konvext kvadratiskt problem sa konvergerar Newtons al-
goritm i ett steg. (Den kvadratiska approximationen som anvinds i Newtons
metod ar da exakt.)

Bivillkoren som har lagts till definierar ett konvext omréade, eftersom de kan
skrivas som g;(z) < 0 med konvexa funktioner g; (hér linjéra).

Lat gl(SU) =1- xy, QQ(ZE) =1- x2, 93(1:) = —I3 och T = (1’ ]-7 1)T
Villkoret KKT1: Vf 4 32 | 4 Vg; = 0 ger da att

6 1 0 0
9 |4y | 0 |+ -1 0 |=0
11 0 0 -1

och foljdaktligen blir y1 = 6, y2 = 9 och y3 = 11. Eftersom de &ar positiva sa &r
aven KKT3 uppfyllt.

Men g3(z) = —1 och y3 = 11, sa y3g3(z) = 0 &r inte uppfyllt.

EFtersom det tillatna omradet har en inre punkt, och problemet ar konvext sa

ar det reguljart och da ar KKT villkoren bade nédvindiga och tillrdckliga sa
punkten & kan varken vara en lokal eller global minpunkt.

Problemet kan skrivas min f(z) da h(x) = 0, dar bivillkoret h(z) = {x : Az =
b} definierar ett konvext omrade som &ven kan beskrivas som {x = zo+ Zv,v €
IR} dér zo = (0,1,0) och Z = [1,-1,1]T.

For att (P;) ska vara ett konvext optimeringsproblem kravs det att den reduc-
erade hessianen ska vara positivt semidefinit. Har:

T

1 0 0 1 1
7Z'az = | -1 000 -1|=2
1 1 0 0 1
Sa problemet &r konvext.
Vi forsoker 16sa foljande ekvationssystem
Vi) +uVh(z*) = (23 0 21 )+w (1 1 0)+u(0 1 1)=0

Detta ar sant for uq; = uo = 0 och z1 = x3 = 0 vilket innebér att x9 = 1 maste
galla for att fa en tillaten punkt. Eftersom problemet &r konvext och reguljart
sa ar detta det globala optimat.
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(b) Bivillkoren &r samma som i (a) sa de bildar &ven hér ett konvext omrade.

For att (P;) ska vara ett konvext optimeringsproblem kravs det att den reduc-
erade hessianen ska vara positivt semidefinit. Hér:

177 0 2wows a2 1
ZTHZ = | -1 2roxy 2T T3 2T1To —1 | =2(2% — z123)
1 T3 23119 0 1

Om vi valjer, t.ex. z = (1,0, 1), sa blir detta uttryck negativt och den reduc-
erade hessianen ar inte positivt semidefinit. S& problemet &r inte konvext.

Vi forsoker 16sa foljande ekvationssystem
Vyg(z*) + uVh(z*) = ( r3ry 2:1m0T3 1173 )+u1( 110 )+u2( 0 11 ) =0

Detta &r sant for u; = ug = —1/8 i punkten 2. Eftersom problemet inte &r
konvext sa kan vi inte sdga att det dr en global minpunkt. Man kan t.ex. se
att g(z®) =1/2% > ¢(0,1,0) = 0.



