Krister Svanberg, april 2012

1 Minkostnadsflodesproblem i natverk

Ett ndtverk bestar av en given méangd noder numrerade fran 1 till m (dar m ar antalet noder)
samt en given méangd riktade bagar mellan vissa par av noderna.

En bage som gar fran nod nr 4 till nod nr j betecknas (i, j) och ritas som en pil med spetsen
vid nod j. Ibland kan det finns tva bagar mellan tva givna noder, dels en bage (4, j) fran nod
nr ¢ till nod nr j, dels en bage (j,4) fran nod nr j till nod nr i. Dessa maste man skilja pa.

Lat B beteckna méngden av bagar (i, 7) i ndtverket, och lat n beteckna antalet bagar i B.
Det forutsatts genomgaende att nétverket ar sammanhdngande, vilket betyder att det inte
ar fraga om ett antal separata ndtverk som fullstindigt saknar forbindelse med varann.

Lat x;; beteckna flodet (av nagon storhet) i bagen (4, ) € B.

Till varje bage (i,j) € B hor en given kostnad per flidesenhet, betecknad c;;.
Lat x € IR" och ¢ € IR" vara vektorer med komponenterna z;; resp c;;,

for (i,7) € B, i nagon valdefinierad ordning.

Vissa noder ar kdllnoder, i vilka natverket fylls pa med givna kvantiteter flode (“utifran”).
Vissa noder ar sdnknoder, i vilka nétverket tappas av pa givna kvantiteter fléde.

De aterstaende noderna kallas mellannoder.

I varje nod rader flédesbalans, dvs utflédet = inflidet,

dar utflodet fran noden ar summan av flodet i alla bagar ut fran noden

plus eventuell avtappning i noden (om det &r en sdnknod),

medan inflodet till noden dr summan av flodet i alla bagar in till noden

plus eventuell pafyllning i noden (om det ar en kéllnod).

Lat b; beteckna hur mycket fléde som tillfoérs nétverket i nod nr ¢. For kéllnoder ar b; > 0,

m
for sanknoder ar b; < 0 och for mellannoder ar b; = 0. Vi forutsatter att Z b; =0.

i=1
For att konkretisera den kommande framstéllningen ska vi utga fran ett ndtverk bestaende
av fem stycken noder, dvs m = 5, numrerade fran 1 till 5, samt foljande bagméngd:

B=1{(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,5)}, dvsn=T.

Léasaren rekommenderas att utan dréjsmal rita upp detta nédtverk; den fortsatta lasningen
kommer att underldttas visentligt av en sadan figur.

Vi antar att noderna nr 1 och 2 &r kéllnoder med pafyllningen 40 resp 35 flédesenheter,
medan noderna 3, 4 och 5 ar sinknoder med avtappningen 30, 25 resp 20 flddesenheter.

Vi antar vidare att kostnaderna per flddesenhet i de olika bagarna ges av

c' = (c12, 13, €23, Coa, C34, C35, Ca3) = (2, 5, 2, 2, 1, 1, 2). (1.1)



Minkostnadflodesproblemet svarande mot detta natverk kan skrivas pa foljande form:

MKF : minimera c¢'x
di Ax=h, (1.2)
x >0,
dir x = (w12, T13, T23, T24, T34, T35, Ta5)', €= (C12, C13, C23, Cod, C34, C35, C45)
1 1 0 0 0 0 0 by 40
|-t 0 1 1 0 0 0 | b 35
A = 0 -1 -1 0 1 1 0 och b= b3 =1 -30
0 0 0 -1 -1 0 1 by —25
0 0 0 0 0 -1 -1 bs —20

Denna matris A har linjart beroende rader,
tymedy'=(1 111 D" & yTA=(0 0000 0 0).

Darmed ar exempelvis den sista raden i A = —summan av de ovriga raderna i A.

Likasa ar den sista komponenten i vektorn b = —summan av de ovriga komponenterna i b.
Det betyder att vi kan stryka (exempelvis) den sista av ekvationerna i systemet Ax=Db
utan att paverka losningsméangden till systemet, eftersom den sista ekvationen automatiskt
blir uppfylld om de 6vriga ekvationerna ar uppfyllda.

Fortséttningsvis ska vi darfor i stéllet skriva minkostnadsflédesproblemet pa formen

MKEF : minimera c¢'x

da Ax =Db, (1.3)
x >0,

dér (m—1)xn-matrisen A har erhallits genom att stryka sista raden i ~A, medan
vektorn b € JIR™ ! har erhallits genom att stryka sista komponenten i b.
Vi har alltsa att

1 1.0 0 0 0 0 by 40
-1 0 1 1 0 0 o0 N RS
A=l 0 1 21 0 1 1 ol°mb=1,17] -3
0 0 0 -1 -1 0 1 by —925

Denna matris A har linjirt oberoende rader, ty den enda 16sningen till yTA = 0T, som pa
komponentform kan skrivas y3 —y2 =0, y1 —y3 =0, y2—y3 =0, y2—ys =0, y3s —ys =0,
ys = 0 och y4 = 0, ar uppenbarligen y = 0.

Vi ska nu visa hur simplexmetoden férenklas nar den tillampas pa MKF-problemet (1.3).

Eftersom A har linjart oberoende rader sa har varje baslosning m—1 st basvariabler och
n—m+1 st icke-basvariabler. Motsvarande basmatris Ag &r (m—1)x (m—1), dvs 4x4.

Det finns en trevlig tolkning av baslosningar till MKF-—problemet, baserat pa begreppet
uppspdnnande trid. En given delméngd av bagarna utgor ett uppspinnande trdd om dels
varje nod i ndtverket vidrors av minst en bage ur delméangden, dels det delnatverk som bildas
av bagarna ur delméngden ar sammanhéingande, dels det inte finns nagon “slinga” bestaende
av bagar ur delméngden, utan hansyn tagen till bagarnas riktning



Sats: m—1 st kolonner ur (m—1)xn-matrisen A i ett MKF-problem é&r linjirt oberoende
om och endast om motsvarande m—1 st bagar bildar ett uppspannande trad.

Givet ett uppspannande tréd, och darmed en motsvarande basmatris Ag, sa ar det latt att
direkt i ndtverket bestamma vilka varden de aktuella basvariablerna maste ha, dvs att 16sa
ekvationssystemet Agxg = b. Detta ska nu illustreras i vart exempel.

Vilj exempelvis tradet bestaende av bagarna Bg = {(1,2), (2,3), (2,4), (4,5)}. (Rita figur!)
Motsvarande basmatris A respektive icke-basmatris A, ér da

1 0 0 0 1 0 0
-1 1 1 0 0 0 0

Ag = 0 —1 0 0 och A, = _ 1 1 (1.4)
0O 0 -1 1 0 -1 0

De tre icke-basvariablerna x13, x34 och x35 ar samtliga = 0 i den aktuella baslosningen.
Basvariablernas vérden kan bestdimmas i exempelvis foljande ordning (se din figur):
x12 = 40, pga flodesbalansvillkoret i nod nr 1.

x93 = 30, pga flodesbalansvillkoret i nod nr 3.

xo4 = 45, pga flodesbalansvillkoret i nod nr 2.

x45 = 20, pga flodesbalansvillkoret i nod nr 4.

Hér blev resultatet en tillaten baslosning, ty samtliga basvariablerna blev > 0, men detta
géller inte for alla val av uppspannande trad. Vi ska senare antyda hur man pa ett systema-
tiskt satt kan bestdmma en tillaten baslosning att starta simplexmetoden fran.

Antag nu att vi, i likhet med ovan, har lyckats hitta en tillaten baslosning.

Nésta steg ar da att avgora om denna losning ar optimal, genom att berdkna de
reducerade kostnaderna r;; for icke-basvariablerna.

Forst ska da vektorn y € IR™~! beriiknas ur ekvationssystemet yTAﬁ = c}, som i vart

fall, med yT = (y1, y2, y3, y4) och A enligt (1.4), blir foljande fyra ekvationer:

Y1 — Y2 =C12, Y2 —Y3=0C23, Yo —Y4s=cCo4 och y4=cys5.

Om vi infor y5 = 0 sa kan dessa ekvationer kortfattat skrivas
yi —yj = ¢y for alla (i,7) € Bg (dvs for alla basbagar). (1.5)

Varje skalar y; svarar alltsa mot en nod i natverket. Vardet pa dessa skaldrer kan
bestdmmas direkt i nitverket i exempelvis foljande ordning (se din figur):

Forst satts ys = 0, vilket géller per definition.

Basbagen (4,5) ger sedan att yq — ys = 45, dvs y4 = C45.

Basbagen (2,4) ger sedan att yo — y4 = ca4, dvs y2 = Y4 + C24.

Basbagen (2, 3) ger sedan att y2 — y3 = co3, dvs y3 = y2 — Ca3.

Basbagen (1,2) ger slutligen att y1 — y2 = ¢12, dvs y1 = y2 + c12.

Enligt ovan ar CT = (612, C13, C23, C24, C34, C35, 645) = (2, 5, 2, 2, 1, 1, 2).
Da blir (i tur och ordning) ys =0, y4s = 2, y2 =4, y3 = 2 och y; = 6.



Nista steg #r att beriikna reducerade kostnaderna ur formeln r] =c! —yTA,,
som i vart fall, med y" = (y1, 2, ¥3, ¥a) och A, enligt (1.4), blir:
r3=c3—y1+yz=5-6+2=1,

r3gg=cCya—Yystys=1-2+2=1,

rgs =c35 —ys=1—2=—1

Om vi som tidigare infér y5 = 0 sa kan nyssndmnda uttryck kortfattat skrivas:

rij = ¢ij — yi +y; for alla (4,4) € B, (dvs for alla icke-basbagar). (1.6)

Om r, > 0 sd ar den aktuella tillatna baslésningen optimal.
Om minst en icke-basvariabel har r;; < 0 sa ska vi byta bas genom att lata en av dessa
icke-basvariabler bli en ny basvariabel. I exemplet ovan var r35 = —1 (och dvriga 7;; > 0),
vilket medfor att vi sdtter x35 = t och later ¢ 6ka fran 0, medan o6vriga icke-basvariabler ligger
kvar vid 0. Darvid dndras basvariablernas virden entydigt som funktion av ¢t. Hur de andras
kan bestdmmas i exempelvis f6ljande ordning (se din figur):

x12(t) = 40, pga flédesbalansvillkoret i nod nr 1. (Paverkas ej av t.)
x23(t) =30 +t, pga flédesbalansvillkoret i nod nr 3.
x24(t) =45 — t, pga flodesbalansvillkoret i nod nr 2.
x45(t) = 20 — t, pga flédesbalansvillkoret i nod nr 4.

Vi ser att den “nya” bagen (3,5) tillsammans med nagra av “trddbagarna” (dvs nagra av
bagarna svarande mot basvariabler) bildar en entydig slinga i nétverket. Varje basvariabel i
denna slinga &ndras med +t eller —¢. Basvariabler som inte ligger i slingan paverkas ej av t.
Den basvariabel, bland de som &ndras med —t, som forst blir = 0 da ¢ vaxer ska ut ur basen.

I vart exempel kan t 6kas till ¢ = 20. Da blir 245 = 0. Den nya tillatna baslosningen ges av
T2 = 40, €To3 = 50, To4 = 25, I35 = 20 (basvariablerna) och xr13 = 0, T34 = 0, T45 = 0.
Motsvarande uppspénnande trad ges av Bg = {(1,2), (2,3), (2,4), (3,5)}. (Rita figur.)

Nu ar en simplexiteration fullbordad och vi upprepar ovanstaende steg.

Skaldrerna y; berdknas i exempelvis foljande ordning:

Forst sdatts ys = 0, vilket géller per definition.

Basbagen (3,5) ger sedan att y3 — ys = ¢35, dvs y3 = ¢35 = 1.
Basbagen (2, 3) ger sedan att y2 — y3 = co3, dvs y2 = y3 + co3 = 3.
Basbagen (2,4) ger sedan att yo — y4 = coq, dvs yq = ya — coq4 = 1.
Basbagen (1,2) ger slutligen att y3 — y2 = c12, dvs y1 = y2 + c12 = 5.

Nasta steg dr att berdkna reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ur formeln
Tij = Cij — Yi + Y5, vilket ger

r3=c3—y1+yzs=5—-50+1=1,

raa=cau—Yys+ya=1-1+1=1,

Tas =Ca5 —Yatys =2—-1=1

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den aktuella tillatna baslosningen ovan optimal.



Man kan notera att nar simplexmetoden tillimpas pa MKF enligt ovan sa bestar kalkylerna
enbart av additioner och subtraktioner. Dérav foljer att om alla b; och ¢;; ar heltal sa behover
man bara addera och subtrahera heltal, varvid exempelvis avrundningsfel aldrig uppkommer.
Vidare foljer att om alla b; ar heltal sa blir alla z;; hela tiden heltal. Speciellt kommer da
den optimala losning som metoden hittar att vara heltalig, trots att man inte explicit kraver
det! Denna egenskap medfor att man exempelvis kan losa sa kallade assignmentproblem
(dar variablerna &r bindra) som minkostnadsflddesproblem, utan att explicit krava att varje
variabel endast far anta nagot av vardena 0 och 1.

Avslutningsvis ska antydas hur man kan bestamma en tillaten baslosning till MKF-problemet,
utan att behova prova sig fram med gissade uppspannande trad.

Utoka nétverket genom att forst infora en extranod som vi kallar nummer m+1,
dvs nummer 6 i vart fall. Infor sedan m st extrabagar enligt féljande:

For varje kéllnod infors en bage fran kéllnoden till extranoden.

For varje sdnknod infors en bage till sinknoden fran extranoden.

For varje mellannod inférs antingen en bage fran mellannoden till extranoden
eller en bage till mellannoden fran extranoden.

I vart exempel innebér detta att vi infor extrabagarna {(1,6), (2,6), (6,3), (6,4), (6,5)},
utover de ursprungliga bagarna.

Betrakta sedan ett MKF-problem i detta utokade natverk, dar kostnadskoefficienterna c;; for
extrabagarna valjs till ett “stort” tal M, sa att flodet i dessa bagar blir valdigt dyrt, medan
de ursprungliga bagarna i nétverket behaller sina fran borjan givna c;;.

En tillaten baslosning till detta utokade MKF-problem erhalls genom att till basvariabler
vélja de variabler som svarar mot extrabagarna (som utgér ett uppspannande trad till det
utokade nédtverket). Basvariablernas vérden ges av ;41 = b; > 0 i bagar till extranoden,
och 41, = —b; > 011 bagar fran extranoden. I vart exempel ges dessa basvariabelvirden
av T1¢ — 40, Toe — 35, T3 = 30, T4 = 25 och Tes — 20.

Sedan appliceras simplexmetoden (som den har beskrivits ovan) pa detta utokade MKF-
problem. Eftersom extrabagarna &r valdigt dyra i forhallande till de ursprungliga bagarna,
sa kommer simplexmetoden automatiskt att se till att flodet i alla extrabagar blir = 0 (om
detta dr mojligt), varvid flédet har forflyttats till det ursprungliga niatverkets bagar. Optimala
16sningen till det utokade MKF-problemet kommer da att vara optimal 16sning &ven till det
ursprungliga natverket.



