Krister Svanberg, april 2012

1 Minsta-kvadratproblem (MK-problem)

Betrakta ett ekvationssystem Ax = b, med b € R™, x € IR" och A € IR™*". I manga
tillampningar kan det vara sa att b ¢ R(A), varvid ekvationssystemet saknar 16sning. Ofta
vill man da i stéllet bestdmma en punkt x € IR"™ som “sa nara som mojligt” uppfyller Ax = b.
Ett naturligt matt pa att x “néistan” uppfyller Ax = b ér att ||[Ax—b||?> = (Ax—b)T(Ax—b)
ar “liten”. Déarmed leds man till f6ljande minsta-kvadratproblem (MK-problem):

minimera (Ax —b)T(Ax —b) di x € R". (1.1)
Man vill alltsa minimera langden i kvadrat pa “felvektorn” Ax — b. Faktorn % ar instoppad
bara for att forenkla vissa uttryck langre fram.

1.1 Ett modellanpassningsexempel

Antag att s ar en storhet som beror av variabeln ¢, sdg s = g(t) dir g ar en inte helt kdnd
funktion. Antag vidare att man baserat pa givna méatdata ska skatta funktionen g. Matdata
bestar av m stycken givna punkter (t1, s1),..., (tm, Sm), dir s; ar ett uppmétt varde pa s
for t = t;. Ett vanligt angreppssétt ar da att man gor en ansats pa formen

g(t) m a1t (t) + agtha(t) + ... + anthn(t) = D azap;(t), (1.2)
j=1

dér v;(t) ar givna “basfunktioner” medan «a; ar okdnda koefficienter. Basfunktionerna kan
- 2wt
exempelvis vara polynom, v;(t) = t’ ~1. trigonometriska funktioner, P(t) = sz’nT‘], etc.

Idealt skulle man vilja vélja koefficienterna «; sa att
n
Zajwj(ti) = Si, férizl,...,m, (1.3)
j=1

men eftersom det typiskt géller att

1. antalet matpunkter ar storre an antalet koefficienter oj, dvs m > n,

2. approximationen i (1.2) inte &r exakt, och

3. métningarna av s innehaller métfel,

sa kan man normalt inte 16sa ekvationssystem.(1.3). Man soker da istéllet de varden
pa koeflicienterna a;; som gor foljande kvadratsumma sa liten som mojligt:
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Genom att infora foljande matris och vektorer:

Yi(t) - Palta) 51
Pi(ta) - Un(te) S2 1
Yi(tm) oo Gultm) Sm '

sa kan ekvationssystemet (1.3) skrivas pa formen Ax = b, medan problemet att minimera
kvadratsumman (1.4) kan skrivas pa formen (1.1) ovan.

1.2 Existens av optimala losningar till MK-problemet

Kalla malfunktionen till MK-problemet (1.1) for f, dvs
f(x)=3(Ax—b)T(Ax —b) = ixTATAx —bTAx + 3b'b. (1.6)

Vi ser att f ér en kvadratisk funktion med H = ATA, ¢ = —ATb och ¢y = %bTb.

Ett trevligt faktum &r att det alltid finns minst en minimalpunkt X till f. Enligt ett tidigare
avsnitt har den kvadratiska funktionen f minst en minimalpunkt om H &r positivt semidefinit
och ¢ € R(H), vilket dr uppfyllt hir eftersom H = ATA alltid #r positivt semidefinit och
c=-ATb=AT(-b) e R(AT) = R(ATA) = R(H).

1.3 Normalekvationerna till MK-problemet

Varje minimalpunkt x till en kvadratisk funktion erhalls enligt ett tidigare avsnitt som l9sning
till ekvationssystemet Hx = —c, som hér far utseendet

ATAx = ATb. (1.7)
Detta ekvationssystem brukar kallas normalekvationerna for MK-problemet (1.1).

Eftersom x ar en 16sning till ekvationssystemet (1.7) om och endast om x &r en optimal
16sning till MK-problemet (1.1), och vi ovan konstaterade att MK-problemet alltid har
minst en optimal 16sning, sa betyder det att systemet (1.7) alltid har minst en 16sning!
Alternativt foljer detta av att hogerledsvektorn i systemet (1.7) faktiskt tillhor R(ATA),
eftersom R(AT) = R(ATA).

Aven om det i vissa fall finns oéndligt manga olika 16sningar x till normalekvationerna
sa géller att vektorn Ax &ar densamma for samtliga dessa l6sningar. Om namligen bade
ATA% = A"b och ATAx = ATb saéir ATA(X — %) =0, dvs X — % € N(ATA).

Men eftersom N (ATA) = N(A) sé erhalls att A(X —X) =0, dvs Ax = AX.

Omvint géller att om X &r en 16sning till (1.7) och Ax = AX sa giller att dven X &r
en 16sning till (1.7) eftersom ATA% = AT(A%) = AT(AX) = ATAX = A"h.

1.4 Geometrisk tolkning av MK-problemet och normalekvationerna

Det finns en naturlig geometrisk tolkning av MK-problemet (1.1) och tillhérande normalekva-
tioner (1.7). Problemet (1.1) kan tolkas som att man vill bestdmma den punkt i underrummet



R(A) som ligger ndrmast punkten b € IR™, ty problemet kan ekvivalent skrivas
minimera 5|y — b
da yeR(A).

Normalekvationerna (1.7) kan skrivas AT (b—Ax) = 0, vilket &r ekvivalent med att
b—Ax € N(AT), vilket i sin tur &r ekvivalent med att b—Ax € R(A)*.
Normalekvationerna séger alltsa att “felvektorn” b— Ax ska vara ortogonal mot R(A).

(1.8)

Den optimala punkten § (=AX) till problemet (1.8) bestdms alltsa av att
¥ € R(A) och b—y € R(A)*, dvs av att b—y &r ortogonal mot R(A).
Som vi sag ovan ar punkten ¥ = AX unik, d&ven om inte X &r det.

1.5 Specialfallet att kolonnerna i A ar linjart oberoende

Om kolonnerna i matrisen A é#r linjért oberoende s dr matrisen ATA positivt definit och
dérmed icke-singuldr. Da har normalekvationerna (1.7) en wunik 19sning X.

1.6 Minsta-normlosningen vid linjart beroende kolonner i A

Om A har linjért beroende kolonner sa ar ATA positivt semidefinit men inte positivt definit,
och da finns det odndligt manga l6sningar x till normalekvationerna (1.7). Ett vanligt sétt
att vilja ut en av alla dessa l6sningar dr att ta den “kortaste”, dvs den med “minst norm”.

Lat X € IR™ vara en 16sning till (1.7). Enligt avsnitt 1.3 ges da samtliga lésningar till nor-
malekvationerna av losningarna x till ekvationssystemet Ax = AX. Darmed kan problemet
att bestdmma minsta-normlésningen till normalekvationerna skrivas pa formen
. . 1
minimera 3| x ||
da Ax = AX.
Detta ar ett QP-problem med likhetsbivillkor, med H=1, ¢ =0, A=A, b = AX.

Enligt ett tidigare avsnitt &r X € IR™ en optimal 16sning till detta problem (1.9) om och
endast om X utgér “x-delen” av en 16sning till f6ljande linjara ekvationssystem i x och u:

Ix — ATu = 0
Ax = AX

(1.9)

(1.10)

De 6vre ekvationerna ger att x = ATu, som insatt i de undre ekvationerna ger att
AATu = Ax. (1.11)
Eftersom AxX € R(A) = R(AAT), si har systemet (1.11) alltid minst en 16sning .

Motsvarande X = AT &r da en optimal 16sning till problemet (1.9).

Aven om det i vissa fall finns oandligt manga olika 16sningar u till systemet (1.11) sa géller att
vektorn ATu dr densamma for samtliga dessa 16sningar. Om néimligen bade AATG = AX och
AATa = Ax saiir AAT(a—1) = 0, dvs i— i € N(AAT). Men eftersom N (AAT) = N(AT)
sa erhalls att AT(a—1) =0, dvs ATa=ATa.

Det betyder att x = AT #r den unika optimala 16sningen till problemet (1.9), &ven om
16sningen 1 till systemet (1.11) inte dr unik!



1.7 Pseudoinversen till en matris

Antag att man ska bestdmma MN-16sningen till ett MK-problem enligt avsnitt 1.6 ovan, och
att matrisen A har singularvdrdesfaktoriserats (se Gula héftet), dvs faktoriserats pa formen

S O
O O

vi

— T _
A=USV'=[U; U,| VI

] =U,S,V/, (1.12)

dar saval nxr-matrisen Uy som mxr—matrisen V1 har ortonormala kolonner, dvs UIUl =1
och V-erl = I, medan r X r—matrisen S; ar diagonal med strikt positiva diagonalelement.

Eftersom AT = VlslUI, sa blir
ATA =V;82V] och AAT =U;S2U]. (1.13)
Normalekvationerna (1.7) far da utseendet
ViS?2V]ix=V;S,U/b, (1.14)
som &r ekvivalent med ekvationssystemet
Vix=S;'Ub. (1.15)
Om X ar en 16sning till (1.15) sa blir ekvationssystemet (1.11) nu
U;8?UJu="U;8,V{x, (1.16)
som &r ekvivalent med ekvationssystemet
S| Uju=V/xz (1.17)
Om 1 ar en l6sning till (1.17) sa ges MN-16sningen till MK-problemet saledes av
£=ATa=V;$,UJa=V,V]x=V,;S;'U/b = A"b, (1.18)

dar matrisen AT = Vlsl_lUlT kallas for pseudoinversen till matrisen A = Uy SlVlT.

1.8 Sammanfattning av resultaten i detta kapitel

MK-problemet bestér i att minimera 3[|Ax —b||? = £(Ax —b)T(Ax — b).

Vektorn X ar en optimal 16sning till MK-problemet om och endast om X ar en 16sning

till normalekvationerna ATAx = ATb som alltid har minst en 16sning.

Om kolonnerna i A ar linjart oberoende sa har normalekvationerna en unik losning X.

Om kolonnerna i A &r linjért beroende sa har normalekvationerna odndligt manga 16sningar.
Bland alla dessa l6sningar finns det en unik vektor X med minst norm (dvs kortast ldngd).
Denna minsta-normlésning ges av X = AT, dir @ &r en 16sning till systemet AATu = AX.
Har ar X en godtycklig 16sning till normalekvationerna.



