Losningar till 5B1712 Optimeringslara, 7 mars 2007

Uppgift 1.(a) Lat:

X 4 = antal hektoliter Appelmust som produceras per vecka.
Xp = antal hektoliter Paronmust som produceras per vecka.
X p = antal hektoliter Blandmust som produceras per vecka.
X = antal hektoliter Cidermust som produceras per vecka.

Vi far da problemformuleringen

maximera 196X 4 + 210X p + 280X + 442X
da 1.6X4+1.8Xp+32Xp+5.4Xs <80
1.2X4+12Xp+1.2Xp + 1.8Xc <40
—0.8X4 +0.2Xp +0.2Xp5 + 0.2Xc <0
—0.3X4+0.7Xp —-0.3X5 —-03Xc <0

X420, Xp>0, Xp>0, X¢g>0.

Uppgift 1.(b)

Att problemet ar ett minkostnadsflodesproblem féljer av att varje kolonn i A bestar av ett
element +1, ett element —1, och resten O:or. Varje rad i A svarar da mot en nod i natverket
och varje kolonn i A svarar mot en bage i natverket, ndmligen en bage fran den nod som
svarar mot raden med +1 till den nod som svarar mot raden med —1.

Nétverket bestar alltsa av 6 stycken noder samt bagméngden

B ={(1,4), (1,5), (1,6), (2,4), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6)}.

Noderna nr 1, 2 och 3 ar kdllnoder medan noderna nr 4, 5, 6 ar sénknoder.

Vi kallar fortsattningsvis variablerna for x;; och motsvarande kostnader for c¢;;,
— T
dvs x = (214, T15, 716, T24, T25, 26, T34, T35, T36)
T
och ¢ = (c4, c15, C16, C24, C25, €26, €34, €35, C36) -

Den foreslagna losningen uppfyller AX = b och X > 0.

Vidare svarar den mot ett uppspannande trad i ndtverket med basbagarna
Bs ={(1,4), (1,6), (2,6), (3,5), (3,6)}.

Den foreslagna losningen X ar alltsa en tillaten baslésning.

De reducerade kostnaderna ges nu ur formeln

rij = ¢ij — vy +y; for alla icke-basbagar,
dér skaldrerna (simplexmultiplikatorerna) y; ges ur formeln
Yi —y; = ci; for alla basbagar samt yg = 0.

Skaldrerna y; berdknas i exempelvis féljande ordning:

Forst siatts yg = 0, vilket géller per definition.

Basbagen (3,6) ger sedan att y3 — yg = c36, dvs y3 = c36 = 4.
Basbagen (2,6) ger sedan att y2 — yg = a6, dvs y2 = co6 = 4.
Basbagen (1,6) ger sedan att y1 — yg = c16, dvs y1 = c16 = 4.
(1,4)

(3,5)

il

Basbagen ger sedan att y; —ys =ci4, dvs yg =y1 —cu =4 —2=2.
Basbagen ger sedan att y3 —ys =c35, dvs ys =y —c3s =4 — 2 = 2.



Nasta steg ar att berdkna reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna, vilket ger
rs=c5—y1tys=3—4+2=1,
Ty =cuu—Yo+yu=3—-4+2=1,
ros =Co5 — Yo +ys =3 —4+2=1,
rgg=c3y —ys+ys=3—-4+2=1.

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den givna tillatna baslosningen optimal.
Anmérkning: Problemet kan ocksa 16sas som ett transportproblem!

Uppgift 2.(a)
Det aktuella LP-problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x

dd Ax=Db,
x>0,

o 123410 (10 -
dar A = 9 3 45 0 1], b—<12>ochc =(0,0,0,0, 1, 1).

Den naturliga startbaslosningen har basvariablerna xs och xg, vilket betyder att 3 = (5,6)
och 0 = (1,2,3,4).

01

10
},medan A5—|:2 3 4 5

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 1234 ]

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[1 0] /b1 (10 - (b (10
dvs 01 <b2> = <12>, med l6sningen b = <b2> = (12)'

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

[1 0] /1) _ (1 () (1
dvs 0 1) <y2> —<1>,medlosn1ngen y = <y2> = <1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

1 2 3 4
rl=cl —yTAs;=(0,0,0,0) — (1, 1){2 3 4 5]:(—3, —5, =7, —9).

Eftersom rs, = r4 = —9 &ar minst, och < 0, later vi z4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn as ur systemet Agay = ay,

d 10 G _ (4 med 16sningen ay = G _ (4
V501a24—5,eosge 1= a ) = \5)

Det storsta varde som den nya basvariabeln x4 kan ¢kas till ges av

(b G > 0 (10 12 12 by
= Imin — a; = Imin —_—, — = —_-— = —.
i Qi4 “ 4’ 5 5 94

Minimerande index ér ¢ = 2, varfor x5, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x4.

tmax



Nu ar alltsa 8 = (5,4) och 6 = (1,2, 3,6).

1 4}, medan A(;:[

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 0 5 1230 ]

2 3 41

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 4] (b1 (10 - - (b1 _ (04
dvs 0 5 (bg) = (12>, med losningen b = <bg) = <2'4>.
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

(1 0] /1) _ (1 . () (1
dvs 45 <y2> = <0>, med losningen y = <y2> = (—O.S)’

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

@:Q—fm:maan—@—wﬂ123o

2 3 41

Eftersom rgs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

}:mammzm)

Dérmed ar punkten x1 =0, 2o =0, x3 =0, x4 = 2.4, x5 = 0.4, x4 = 0 optimal.
Optimalvardet ges av x5 + ¢ = 0.4 > 0.

Om det finns en tilliten 16sning (&1, &2, 23, #4) " till det ursprungliga systemet, sa #r

% = (21,2, 23,24, 0, 0)7 en tillaten 16sning till LP-problemet med malfunktionsvirdet = 0.
Eftersom malfunktionsvérdet till LP-problemet aldrig kan bli negativt sa ar da X en optimal
16sning till LP-problemet.

Alltsa: Om det finns en tillaten 16sning till det ursprungliga systemet, sa ar optimalvardet
till LP-problemet = 0. Men vi fann ovan att optimalvéardet till LP-problemet ar 0.4, vilket
medfor att det ursprungliga systemet inte kan ha nagon lésning.

Uppgift 2.(b)

Antag att ¥ = (1, 92,93)" ar en optimal 16sning till det duala problemet.

Fran dualitetssatsen foljer da att g3 = £3 = —0.2.

Vidare foljer fran komplementaritetssatsen att eftersom %; > 0 sa maste

—41 + 372 + 93 = 0 och eftersom %o > 0 sa maste 241 — 49s + 3 = 0.

Tillsammans ger detta att g1 = 0.7 och g2 = 0.3, som ocksa mycket riktigt uppfyller
de 6vriga bivillkoren i det duala problemet.

Alltsa: g1 = 0.7, g2 = 0.3 och 3 = —0.2 &r en optimal 16sning till det duala
problemet (i sjilva verket den unika optimallésningen).



Uppgift 3

f(x) = (1 — 22)? + (22 — 23)% + (23 — 71)? = 227 + 223 + 223 — 22129 — 27923 — 2371 =

4 -2 =2
= %XTHX med H= | -2 4 -2
-2 =2 4

Eftersom f(x) &r en summa av tre kvadrater sa #r f(x) > 0 for alla x € IR3, vilket medfor
att H ar positivt semidefinit. (Men inte positivt definit eftersom f(x) =0 om =1 = x2 = x3.)

Gauss-Jordan ger efter nagra enkla radoperationer att systemet Ax = b &ar ekvivalent med

systemet [ (1) (1) _é } X = <Z > Ur detta foljer att en tillaten 16sning #r X = (2,4,0)T.

Genom att séatta hogerleden till 0 ovan sa erhalls vidare att systemet Az = 0 ar ekvivalent

med systemet {(1) (1) _; ] 7z = (8 ) Ur detta foljer att en bas till N(A) ges av den

ensamma vektorn z = (1, —2,1)T. (23 =1= 27 = 1 och 29 = —2.)
Vi soker nu en optimal 16sning till QP-problemet

minimera % x T Hx

da Ax=b,
Vi vet att Ax = b ar ekvivalent med att x =X +zv for v € IR.

Insdttning av detta uttryck i malfunktionen leder till f6ljande optimeringsproblen i den
ensamma variabeln v:

minimera 3 vz' Hzv 4+ z' HXv + § X HX = 180 — 360 + 24.
Detta ar en konvex kvadratisk funktion som minimeras av v = 1.
Optimal 16sning till QP-problemet fr dirmed X =X +2z0 = (3,2, 1)T.

Eftersom H enligt ovan &r positivt semidefinit sa &r % en minpunkt till 3 x"THx + ¢'x
om och endast om HX + ¢ = 0. Det finns alltsa minst en minpunkt till 5 xTHx +c'x
om och endast om ekvationssystemet Hx = —c har minst en 16sning.

Men detta system har minst en 16sning om och endast om ¢ € R(H) = N (HT)+.

Gauss-Jordan ger efter nagra enkla radoperationer att systemet H'z = 0 #r ekvivalent med

1 0 —1 0
systemet | 0 1 —1 [z= (0 |. Urdetta foljer att en bas till N'(H') gesavz = (1, 1, 1)T.
0 0 O 0

Lat oss kalla denna ensamma basvektor for a, dvs a = (1, 1, 1)T.
Da giller att ¢ € N(HT) om och endast om c #r ortogonal mot denna basvektor a.

Alltsa: % xHx + c¢"x har minst en minpunkt om och endast om a'c = 0.



Uppgift 4.(a)
l‘% — T2 — 51

w%—i—xg—(SQ

Vi har att h(x) = och f(x) = $h(x)Th(x) > 0 for alla x € IR

T3 — 11— 03
x% + 21 — 04
Speciellt om alla §; = 0 och % = (0, 0)T sd & h(%X) = (0, 0, 0, 0)" och f(%) =

D4 dr f(%) < f(x) for alla x € IR?, vilket innebér att % #r en global minpunkt till f(x).

Uppgift 4.(b)
Nu ér 6, = —0.1, d = 0.1, 03 = —0.2, §4 = 0.2 och x(!) = (0,0)T.
Deriveringar ger att

Vhl(x) = (2%1, —1), th(x) = (21‘1, 1), th(x) = (—1, 2.7,'2), Vh4(X) = (1, 2.7}2).

221 —1 0 -1 0.1

. . . 2]}1 1 o (1) o 0 1 (1) o —0.1
Dérmed &r Vh(x) = 1 o |09 att Vh(x'") = 10 och h(x'V) = 0.2
1 29 1 0 —-0.2

I Gauss-Newtons metod ska man l6sa ekvationssystemet
Vh(xM)TVh(xM)d = —~Vh(xD)Th(x(1)

I vt fall ir Vh(x()TVh(x(V) = [g g] och Vh(xW)Th(x(1) (_83)

o . . 2 0 di\ (04 . 1 _ (02
sa ekvationssystemet blir [0 2] <d2> = <0.2), med l6sningen d\*) = 01/

Vi provar ) = 1, sa att x) = x(1) 4 ¢,dM) = x4 dM) = (8?>

Da bhr

hi(x®) =0.04 — 0.1 + 0.1 = 0.04,
ha(x®)) = 0.04 +0.1 — 0.1 = 0.04,
hs(x®) = 0.01 —0.24 0.2 = 0.01,
ha(x®) = 0.01 +0.2 - 0.2 =0.01,

sa att f(x)) =0.0017 < 0.05 = f(x(1)). Steget t; = 1 gick alltsa bra. Dirmed har vi utfort
en fullstéindig iteration med Gauss-Newtons metod och hamnat i punkten x(® = (0.2, 0.1)T.

Gradienten av malfunktionen i denna punkt x(2 ges av
0.04

04 04 —1 17004 0.032 0
@NT = @) Th(x®) = -
VI = VRO TG = | 7y g 0.2} 0.01 <0.004>7’é<0>‘

0.01
Eftersom gradienten inte #r nollvektorn si kan x(?) inte vara en lokal minpunkt.



Uppgift 5.(a) Vi har ett QP-problem pa formen

da Ax>Db,
100 4 Lo o ;
dir H=]10 1 0|, c=1] 2 |, = och b=
001 6 010 0
0 0 1 0

Forsta iterationen: I den givna startpunkten ar villkoren nr 1, 3 och 4 uppfyllda med
likhet. Déarfor startar vi med o = (1, 3,4) och v = (2).

1 5 111 1 00
Didir x=|0 |, HR+c=|2 |, Aoa=|0 1 0| och AT=1]1 1 0
0 6 00 1 0 1

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX +c = Ald med @ = (5, =3, 1)7, sa vi gar till Steg 2.

Hér konstateras att 12 < 0 (och minst), varfor ap = 3 flyttas 6ver till y-vektorn.

o B B (111 [t 00
Sedan gar vi till Steg 3 med o = (1,4), v = (2, 3), AO‘[O 0 1],A7[0 1 O}

I Steg 3 ska vi minimera 1d"Hd + (HX + ¢)"d under bivillkoret A,d = 0,
Optimalitetsvillkoren for detta konvexa QP-problem med likhetsbivillkor ges av
Hd -~ Alu=—(HX +c) och A,d=0.
Eftersom H = I s& ger de forsta ekvationerna att d = Alu —% —c,
som insatt i A,d = 0 ger ekvationssystemet A,Alu= A, (X + c);, dvs

—1.5

3 1| fuw) (13 .. (35 A
[1 1] <u2> - ( 6 >, med l6sningen u = (2.5), varefter d = 165

Eftersom X +d = (—0.5, 1.5, 0)7 inte uppfyller alla bivillkor berdiknas

_ 1 ~ -1.5 - . S; 1 59
s=A,Xx—b,= (O)’ g:AWd:( 15) och t:miln{_;i |g¢<0}zﬁz_—92.

1 -1.5 0
I 1
Sedan andras X till x+¢-d=| 0 | + 15 1.5 | = [ 1 |, medan vy, flyttas over
0 ‘ 0 0
till a—vektorn.
Ny iteration. Nu ar a = (1,2,4), v = (3). Vidare &r
0 4 111 110
x=|1]|, HR+c=|3 |, Aa=|1 0 0|och Al=[1 0 0
0 6 0 01 1 01

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX + ¢ = Ald med @ = (3, 1, 3)7, sa vi gar till Steg 2.

Har konstateras att @ > 0, vilket betyder att den aktuella iterationspunkten &r optimal,
varvid algoritmen stannar. En optinal 16sning till problemet ar alltsa % = (0,1, O)T.



Uppgift 5.(b)

Problemet ar ett konvext QP-problem, och ddarmed &r KKT-villkoren bade nédvandiga

och tillrackliga villkor fér en global optimallosning.

Lagrangefunktionen till problemet kan skrivas:

L(x,y) = 323 + 323 + Jad + day + 220 + 623 + y1 (1 — 21 — 22 — 3) — Yo1 — Y3T2 — YaTs3.
KKT-villkoren blir da:

x1—y1—y2=—-4 OL/0x1 =0 (KKT1)
xo—y1—ys=—2 O0L/0xe =0 (KKT2)
T3 — Y1 — Y4 = —6 8L/8:v3 =0 (KKT?))
x1+x2+x3>1 primal tillatenhet  (KKT4)
x1 >0  primal tillatenhet  (KKT5)
r9 >0  primal tillatenhet (KKT6)
x3 >0  primal tillatenhet  (KKT7)
y1 >0  dual tillatenhet (KKTS8)
y2 >0  dual tillatenhet (KKT9)
y3 >0  dual tillatenhet (KKT10)
ys >0  dual tillatenhet (KKT11)
y1(l —x1 —x9—x3) =0  komplementaritet (KKT12)
yor1 =0  komplementaritet — (KKT13)
ysra =0  komplementaritet — (KKT14)
yar3 =0  komplementaritet — (KKT15)

Antag forst att x = (1,0,0)7. Da ger (KKT13) att yo = 0, varefter (KKT1)-(KKT3)
ger att y; =5, y3 = —3 och y4 = 1. Men detta strider mot (KKT10).
KKT-villkoren kan alltsa inte uppfyllas med x = (1,0,0)T.

Antag nu att x = % = (0,1,0)T. D4 ger (KKT13) att y3 = 0, varefter (KKT1)-(KKT3)
ger att y; = 3, y2 = 1 och y4 = 3. En snabb kontroll visar att alla KKT-villkoren nu
ar uppfyllda. KKT-villkoren uppfylls alltsa av % = (0,1,0)T och § = (3,1,0,3)T.



Uppgift 5.(c)

Nu betraktar vi problemet att minimera f(x) da ¢g;(x) <0 och x € X,

dir g1(x) =1 — 1 — 23 —x3 och X = {x € IR® | x > 0}.

Lagrangefunktionen till problemet kan nu skrivas:

L(x,y1) = %x% + %x% + %x% +4x) + 220+ 623+ 1 (1 — 21 — 20 —23) =
= y1+ 327 + (4 = y1)z1 + 525 + (2 = yr)az + 323 + (6 — y1)zs.

For att erhalla den duala malfunktionen ¢(y;) ska man minimera L(x,y;) med avseende
pa x € X. Som synes kan denna minimering utforas map varje enskild variabel z; for sig.

Notera att om uttrycket %x? + (¢j — y1)x; ska minimeras under kravet att z; > 0
s& ges det minimerande vardet pa x; av:

zj(y1) =y1 —c¢jomy; >c¢; och zj(y;) =0 om y; <cj.
Detta kan kortfattat skrivas x;(y1) = max{0, y1 —¢; } = (y1 — ¢j)+
dér den sista likheten utgor definitionen av (y1 — ¢;j)+ .

Den duala malfunktionen ges nu av

o(y1) = )1(21)1} L(x,y1) = L(x(y1), 1) = y1 +

+3 =93+ E—y) -1 +301-2)3+2-y) (3 —2) 1+ 31 —6)3 +(6—y1) (31 —6) 1 =
=y — 3 — 43 — 5 —2)3 — 51 —6)3 .

Fran (a) och (b) gissar vi att 4 = 3.

Inséittning ovan ger att (3) =3 —1(3—4)2 — 3(3—-2)2 — 3(3—6)2 =2.5.

Enligt (a) och (b) &r % = (0,1,0)T med f(%) = 2.5, dvs f(X) = o(11).

Detta visar att gissningen y; = 3 var korrekt.



