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Inrepunktsmetoder

e Inrepunktsmetoder anvands som ett sammanfattande namn for

metoder av straff- och barriartyp for ickelinjar programmering.

e Vi har tittat pa inrepunktsmetoder for kvadratisk programmering

tidigare. Tittar nu pa generell ickelinjar programmering.

e Straff- och barriarmetoder i primal tappning ar fran 60-talet. De har
nagra mindre bra egenskaper pa grund av illakonditionering.
Aterupplivade 1984 for linjarprogrammering.

e Primal-duala inrepunktsmetoder ar 90-talsmetoder. Har “battre”

uppforande.

e Vi tittar pa straff- och barriarmetoder separat for enkelhets skull.
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Straffunktion

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem med likhetsbivillkor

min f(2) ..
(P2) dar f,g e C? ¢g: R" — IR™.
dd  g(z) =0,

For en positiv parameter 1, bilda den kvadratiska straffunktionen

Pu(a) = £(2) + 5-0(2)"g(a)

Nodvandigt villkor for lokalt minimum av P,(x) ar VP,(x) = 0, dar

VP, (x)=Vf(x)+ ;A(x)Tg(a:), med

A(z)t = ( Vagi(x) ... Vgn(z) )
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Straffunktion, forts.

Om z(u) ar en lokal minpunkt till min P,(z) galler att
V(1) + - A(0) gl (1)) = 0

Pastdende. L3t x(u) beteckna en lokal minpunkt till min P,(x).
Under lampliga forutsattningar galler

I _ X i 9(33(#)):_)\*
lim z(u) =27, lim p ,

dar 2* ar en lokal minpunkt till (P_) och \* ar motsvarande
lagrangemultiplikatorvektor.
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Straffunktion, forts.

L5t A() = _g(xﬁ(éu))_
Dé blir VP, (z(1)) =0 <= Vf(2(n)) — A(z(p))'Mp) = 0.
)

Det vill saga x(u) och A\(u) loser ekvationssystemet

Vf(z) = A(x)'A =0,

)\ —o

i

Om andra blocket av ekvationer multipliceras med g far vi ekvivalent
Vf(z) — A(z)'A =0,
g(x) + pr =0.

Storning av forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor. ;1 = 0 ger
optimalitetsvillkoren.
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Straffunktion, exempel

min  —XT1Ty — T1L3 — LoX3

da 5131—|—5132—|—ZE3—3:O.

Det giller att 2* = (1 1 1)¥ med \* = —2.

Pu(x):—xlxz—x1x3—x2x3—|—ﬂ(x1—|—x2+x3—3)2.
/—332—5133\ 3 (1\
1+ Xp + T3 —
VP(z)=| -z — a3 | + 1 2,u = 1
\ —71— 22 ) \1)
1
VP, (z) = <—1> eel +1,dare=(111)7.
(
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Straffunktion, exempel, forts.

Vi far V2P, (z) = 0 om p < 3/2.
Darmed har P, unik minpunkt for u < 3/2.
(P, saknar minpunkt for ;> 3/2.)

3
Kravet VP, (z(p)) =0 ger z(u) = 3 2,u€'
Darmed blir (i) = _9taw) _ O .
T 3—2u
Insattning ger lim z() = e = 2™ och lim A(p) =2 = —X*.
p—0 p—0
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Straffunktionsmetod

En straffunktionsmetod hittar approximationer till x(z), A(u) for

avtagande varden pa .

En primal-dual metod tar Newtoniterationer pa det primal-duala

straffunktionsekvationssystemet

Vf(x) = A(z)'A =0,

g(x) + puA =0.
Newtoniterationen blir
V2 L(x,\) A(x)! Az | V() — A(z)A
A(x) —ul — AN g(x) + pA

Notera att ;1 = 0 ger SQP-iteration.
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Straffunktionsmetod, forts.

Notera att Ax loser

(meﬁ(az, A) + iA(@TA@:)) Av = — (v () + ;A(az)Tg(x)> |

Om V2_L(x,\) + %A(az)TA(x) > 0 blir Az descentriktning till P, i x.

Om V2_L(z,\) + %A(:p)TA(x) # 0 kan vi ersatta V2_L(x,\) med B s3
att B + %A(x)TA(a:) >~ 0 och losa

B A(x)! Az _ Vi(z)— A(z)'A |
Alz) —pl — AN g(x) + pA

For konvexa problem ar g(x) = Az — b, och da valjs ofta = 0.

Vi valjer fortsattningsvis . = 0 for linjara bivillkor.
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Barriarfunktion

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem med olikhetsbivillkor

min  f(x)

dar f,gc C? ¢g: R — IR™.
dd  g(z) >0

Vi antar att {x € IR™ : g(x) > 0} # 0 och kraver g(x) > 0 “implicit”.
For en positiv paramneter 1, bilda den logaritmiska barriarfunktionen
Byu(x) = f(x) — #Z; Ingi()

Nodvandigt villkor for Iokalt minimum av B,(z) ar VB,(x) =0, dar
VB,(x) = Z ng = Vf(z) — pA(z)'G(z)™

7,1Z

med G(z) = diag(g(z)) oche= (11 ...1)T.
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Barriarfunktion, forts.

Om z(u) ar en lokal minpunkt till ming.g)>0 B, () galler att
Vf(x(p) — pA(z(p))' G(x(p) e = 0.
Pastdaende. L&t x(u) beteckna en lokal minpunkt till

MiNg.g(z)>0 Bu(x). Under lampliga forutsattningar galler

lim z(p) =%, lim pG(z(pn)) te = A,

u—0 u—0

dir 2™ ar en lokal minpunkt till (Ps) och \* ar motsvarande
lagrangemultiplikatorvektor.

OBS! Det galler att g(x(u)) > 0.
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Barriarfunktion, forts.

Lt M) = pG(x(p) e, dvs M\(p) = - (x‘zu)), i=1,....m

Da blir VB, (z(1)) =0 <= Vf(2(n)) — A(z())'Mp) = 0.

Det vill saga x(u) och A(u) loser ekvationssystemet

Vf(x) — A(z)'A =0,

)\z'_ a :O, 7::1,...,77?,,
gi()

dar vi ocksa kraver g(z) > 0 och A > 0. Om andra blocket av

ekvationer multipliceras med G(x) far vi ekvivalent

Vf(x) = A(z)'A =0,

Storning av forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor.
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Barriarfunktion, exempel

min  1(z§ + 23 + 23)

da ZC1—|—ZC2—|—ZC3—3ZO-
Det giller att 2* = (1 1 1)¥ med \* = 1.
Bu(z) = (a7 + x5 + x3) — pin(x1 + 22 + 23 — 3).

(xl\ (1\

v
VB = —
M(.I) 2 1+ To + T3 — 3 L

\ 73 ) \1)

V°B,(x) = 0d3 x; + 25 + 23— 3> 0.
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Barriarfunktion, exempel, forts.

Eftersom V2B, (x) > 0 f&r B, unik minpunkt for alla p > 0.

1 1
Kravet VB, (z(1)) =0 ger z(p) = (2 + 2 + /;) .
. . ! 1 1
Darmed blir A(p) = =|=z+\/-+ =
)= () (2 4 3)

Insattning ger Iimoa:(u) —e=4a" och Iim0 AMp)=1=\"
H— U—
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Barriarfunktionsmetod

En barriarfunktionsmetod hittar approximationer till x(u), A(u) for

avtagande varden pa pu.

En primal-dual metod tar Newtoniterationer pa det primal-duala
barriarfunktionsekvationssystemet

Vf(z) — Alx)'A =0,
G(x)\ — pue = 0.

Newtonsteget Ax, A\ ges av

V2 L(xz,\) Alx)' Az L Vi(x)— A(z)'\
AA(z) —G() — A\ G(x)\ — pe |

dar A = diag(\).
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En iteration i en primal-dual barriarfunktionsmetod

En iteration i en primal-dual barriarfunktionsmetod tar foljande form,
givet > 0, = sd att g(x) > 0, och A > 0.

e Berakna Ax, A\ ur
V2 L(z,\) A(zx)' Az | Vf(z)— A(z)'\
AA(z)  —G(x) —AX Gz)h—pe |
e Vilj “lamplig” steglangd « sd att g(z + aAx) > 0, A+ aAX > 0.

o v — x+aldx, N— N+ aldl.

e Om (z,\) “tillrackligt nara” (z(u), A(p)), reducera p.

A. Forsgren, KTH 16 Forelasning 10 5B1817 2006,/2007



Barriarfunktionsmetod, forts.

Notera att Ax loser

(Viwﬁ(az, ) + A(:I:)T/IG(:IJ)_lA(x)) Ar = — (Vf(x) — ,uA(x)TG(a?)_le>

Om V2 _L(z,\) + A(x)'AG(2) "t A(x) = 0 blir Az descentriktning till
B, 1 x.

Om V2 _L(x,\) + A(z)'AG(z) "t A(x) # 0 kan vi ersatta V2_L(z, \)
med B sa att B + A(z)'AG(z) "t A(z) = 0 och 16sa

B A(z)t Az _ Vi(z)— A(z)'A
AA(x) —G(x) — AN G(x)\ — pe |
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Inrepunktsmetod

Barriarmetoder kallas inrepunktsmetoder da de generar iterationspunkter
| det inre av det tilldtna omradet, dvs g(x) > 0 bibehalls i alla

iterationspunkter.
Aven straff/barridrmetoder riknas till inrepunktsmetoder.

Vi studerar speciellt primal-duala inrepunktsmetoder, som baseras pa

Newtoniterationer pa det primal-duala ickelinjara ekvationssystemet.
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Inrepunktsmetod, forts.

Som barriarmetoden framstallts har vi kravt att
{r € R": g(x) > 0} # 0, och speciellt att initialpunkten uppfyller
g(x) > 0.

Ett alternativ ar att skriva om (P-) som

min  f(x)

(P-)
dd g(z)—s=0, s>0.

Vi kan d3 initialt valja s > 0, men kraver inte initialt att g(z) — s = 0.

Sa gjorde vi da vi tog fram inrepunktsmetod for QP-problem.

A. Forsgren, KTH 19 Forelasning 10 5B1817 2006,/2007



Inrepunktsmetod, forts.

Om straffparametern till bivillkoret g(z) — s = 0 satts till noll far vi det
primal-duala ickelinjara ekvationssystemet

Vf(z) — A(z)'A =0,

g(zr) — s =0,
SA— pe =0.

Om s elimineras genom att satta g(x) = s far vi det “ursprungliga”

systemet.

Vi kraver dock inte g(x) = s, utan endast s > 0.
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Inrepunktsmetod, forts.

Newtonsteget Ax, As, A\ ges av

(V2,L(x,0) 0 —A@)\ (Ac) [ V@) - A@)™N)
A(x) —1 0 As | = — g(z) —s
\ 0 A S )\ AA ) \ S\ — ue )

Man kan eliminera As och fa

V2 L(xz,\) A(x)' Ax _ Vi) — A(z)'A
AA(x) -5 — A\ G(x)\ — pe |

vilket har samma struktur som “ursprungliga” systemet for (P-).
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Inrepunktsmetod, forts.

Ekvationssystemet kan symmetriseras till formen

V2 L(xz,)\) Alx)' Az Vf(z)— A(z)'A
A(x) —SA — AN G(z) — pA~te

Matrisen ar har symmetrisk men blir illakonditionerad nara optimum.
(Typiskt s;/A; — 0 eller s;/\; — 0.)

Med en sddan symmetrisering kan man modifiera V2_L(z, A) genom en

faktorisering av den symmetriska matrisen.

lllakonditioneringen ar i allmanhet “ofarlig”.
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Inrepunktsmetod, forts.

e Inrepunktsmetoder ar ofta effektiva pa konvexa problem. D3
anvands typiskt ingen straffparameter pa likhetsbivillkoren. (De ar

linjara.)

e For LP och QP ar antalet iterationer typiskt av storleksordningen

10-20. Varje iteration blir dock tyngre da problemstorleken vaxer.

e For ickekonvexa problem ar situationen vasentligt mer komplex. Vi

tacker inte detta | kursen mer an vad som diskuterats har.
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