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Semidefinit programmering

e Semidefinit programmering ar en utvidgning av ickelinjar
programmering till att omfatta matrisolikheter.

e Vi tittar genomgaende pa linjar semidefinit programmering.
Resonemanget kan generaliseras till konvex semidefinit

programmering.

e Tillampningar finns inom manga omraden, exempelvis reglerteknik,
signalbehandling, matematisk systemteori och kombinatorisk

optimering.

e Inrepunktsmetoder har visat sig mycket kraftfulla for att losa

semidefinita programmeringsproblem.
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Linjarprogrammering

Till det primala linjarprogrammeringsproblemet

min clx
(PLP) dd Ax =1,
x > 0.

hor det duala linjarprogrammeringsproblemet

max bly
(DLP) dd Aly+s=c,
s > 0.

Vi vet att stark dualitet galler for linjarprogrammering, dvs (P LP) och
(DLP) har samma optimalvarde (om bada ar tilldtna).
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Metrik for semidefinita matriser

For x och y i IR™ ges inreprodukten av z'y = > z;y;.
=1

Den tillhorande normen ar den euklidiska normen, ||x|>, = vVa'x.
Lat S” beteckna rummet av symmetriska n X n-matriser.

For X och Y i 8" ges inreprodukten av
trace(X'Y) = trace(XY) =Y ) x4,

dar for en n x n-matris M, trace(M) = >_" 1 m,;.

Den tillhorande normen ar frobeniusnormen, || X||F = \/trace(XTX).
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Metrik for semidefinita matriser, forts.

For en n x n-matris M definierar vi trace(M) = >°7_; my;.

Det galler dessutom att trace(M) = >°7_; n;(M), dar n;(M) betecknar
jte egenvardet till M.

Vi kommer att anvanda bada dessa egenskaper av sparet. Vi kommer
ocksd anvanda trace(AB) = trace(BA).

Pastaende. Om A = 0 och B = 0 tillhor 8™ ar trace(AB) > 0.

Bevis. Om A = AY = 0 finns det L s3 att A = LLY. D3 galler
trace(AB) = trace(LL" B) = trace(L" BL) > 0. [

Pastaende. Om A > 0 och B > 0 tillhor 8™ ar trace(AB) = 0 om
och endast om AB = 0.

A. Forsgren, KTH 5 Forelasning 11 5B1817 2006,/2007



Semidefinit programmering

| semidefinit programmering ar X en matris i S™. Linjarprogrammering
fas som specialfallet dar X ar diagonal.

| LP har vi bivillkor A’z =0;,i=1,...,m, dar Al € IR" arrad i av
bivillkorsmatrisen A.

| SDP kommer A; tillhora 8™ for : =1, ..., m, och bivillkoret blir
trace(A; X)=10b;,i=1,...,m.

P3 samma satt har vi i LP malfunktion ¢!z, dar ¢ € IR™.

| SDP blir malfunktionen trace(C'X), dar C € S".
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Ett semidefinit programmeringsproblem pa standardform

Ett semidefinit programmeringsproblem pa standardform kan skrivas som

min trace(C'X)
(PSDP) dd trace(A4;X)=0b;, i=1,...,m,
X=X'>o.

(Om C och A;, i =1,...,m, ar diagonala kan X valjas diagonal och vi
har (PLP).)

Precis som for LP ar formen inte sa intressant. Det vasentliga ar att vi

har ett linjart problem med likheter och matrisolikheter.

(PSDP) ar ett konvext problem.
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Duala problem for semidefinit programmering

Till det primala problemet

min trace(C'X)
(PSDP) dd trace(A4;X)=0b;, i=1,...,m,

X=X"*>0,
hor ett dualt problem
max bly
(DSDP) da ;—11 Azyz + 5 = C,
S=5">»0.

Dualen kan harledas med hjalp av lagrangerelaxering.
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Duala problem for semidefinit programmering

Om X tillaten till (PSDP) och y, S ar tillaten till (DSDP) galler att

trace(CX) — b'y = trace((D) _ Aiyi + S)X) — b'y
=1

1

= trace(SX) + > (trace(A;X) — b;)y;
i=1
= trace(SX) > 0.

Darmed galler svag dualitet, dvs dualen ar valdefinierad.

Stark dualitet galler dock inte alltid, till skillnad fran LP.
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Exempelproblem

For givet C' € §", betrakta foljande semidefinita programmeringspar,

min trace(CX)

(PSDP)
dd trace(X)=1, X =X'>0,
respektive
max
(DSDP)
dd Iy =<C.

D3 blir dualitetsgapet noll. Optimalvirdet, liksom 4", r minsta
egenvardet till C. X™ = wu® dar u ar en egenvektor som svarar mot

minsta egenvardet till C', normerad s3 att ||ul|, = 1.

Stark dualitet galler dock inte alltid for SDP.
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Relativa inre

For att ge villkor for stark dualitet behover vi definiera det relativa inre

till de tillatna omradena.

Lat F'(PSDP) beteckna tillditna omradet till (PSDP), dvs
F(PSDP)={X € 8" :trace(A;X)=10b;, i =1,....m, X > 0}.
Det relativa inre till (PSDP) definieras som
F°(PSDP) ={X € F(PSDP) : X ~ 0}.

Analogt,

F(DSDP) = {(y,S) € R" x 8" : S Aw; + S = C, S = 0},

1=1

F°(DSDP) = {(y,S) € F(DSDP): S = 0}.
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Icektomt relativt inre ger stark dualitet

Sats. Om F°(PSDP) # () ar dualitetsgapet noll och (DSDP) har en
optimallosning.

Beviset kan ges med hjalp av separerande hyperplanssatsen.

Corollary. Om F°(DSDP) # () ar dualitetsgapet noll och (PSDP)
har en optimallosning.

Corollary. Om F°(PSDP) # () och F*(DSDP) # ) s3 ar
dualitetsgapet noll och bade (PSDP) och (DSDP) har
optimallosningar.
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Omskrivning av ett semidefinit programmeringsproblem

Ett semidefinit programmeringsproblem pa standardform kan ekvivalent
skrivas som
min trace(CX)
dd trace(A4;X)=b;, i=1,...,m,
X = X7,
w'Xu>0 VueR": ||ul, =1
Vi far ett oandligt antal olikhetsbivillkor. Problemet blir darmed mer
komplext an ett LP-problem.

Hur loser vi (PSDP)? Generalisering av simplexmetoden inte uppenbar.
Inrepunktsmetoder generaliseras dock ganska rattframt.
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-n alternativ formulering av ett semidefinit programmeringsproblem

min trace(C'X)
(PSDP) dd trace(A4;X)=0b;, i=1,...,m,
X =X'>0.

Vi kan ekvivalent formulera (PSDP) som

min trace(CX)

dd trace(A; X)=0b;, i=1,...,m,
X = XT
n;(X) >0, j=1,...,n,

(PSDP')

dar n,;(X) betecknar jte egenvardet till X.
En nackdel ar att (PSDP’) ar ickedifferentierbar.
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En barriartransformation for semidefinit programmeringsproblem

min trace(C'X) — p 371 In(n;(X))
(PSDP,) da trace(A;X)=10b;, i=1,...,m,
X=X"=0.

Notera att 3%, In(n;(X)) = In[Ij_; 7;(X) = Indet(X), vilket ger

min trace(C'X) — pIndet(X)
(PSDP,) da trace(A;X)=0b;, i=1,...,m,
X =XT=0.

Differentierbart problem.

A. Forsgren, KTH 15 Forelasning 11 5B1817 2006/2007



Derivativan av barriartermen

Vi kan skriva X = ) > ay By,
k=11=k

dar By = ekez och Fi; = ekel + elek, k<.

O Indet(X)
axkl

Bevis. Vi far Indet(X + tEy;) = Indet(X) + Indet(I + tX 1Ey;). Lat
n;, J =1,...,n, beteckna egenvardena till X ' E},. Da gailler att

Pastaende. Om X € 8™, X = 0, galler

= trace(X ' Ey).

Indet(I +tX 'Ey) =In[[(L+tn,) =

j=1

n(1+tn;)

||M:

=ty n; +o(t) = ttrace(X ' Ey) + oft).

j=1

Resultatet foljer genom att lata t — 0. [
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Optimalitetsvillkor for det semidefinita barriarproblemet
Optimalitetsvillkoren for (PSDP,) ges av

trace(C'Ey) — ptrace(X 1 Ey) — Ztrace(Az-Ekl)yz- =0, 1<k<I[<n,
i—1

trace(4; X)=10b;, i=1,...,m,
X=Xx"

Ekvivalent,

ZAiyi +uX 1t =C,
i—1

trace(A4; X)=10b;, i=1,...,m,
X =Xx"
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Primal-dual form av optimalitetsvillkoren

Lat S = uX 1, vilket ger

i=1
trace(4; X)=10b;, i=1,...,m,
XS5 = ul.

Detta ar det primal-duala ekvationssystemet som ger barriartrajektorian,
dar vi dessutom implicit kraver X = 0 och S > 0.

Observera att ekvationssystemet ger X € 8™ och S € §™ eftersom
A, eS8 1=1,...,m,och C & S8".

Losningen ar primalt respektive dualt tillaten med skillnad i

malfunktionsvarde som ges av n/.
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Icketomt relative inre garanterar existens av barriartrajektorian

Den primal-duala formen av ekvationen for barriartrajektorian ar

1=1

trace(4; X)=10b;, i=1,...,m,
XS=ul, X>=0 §5=0.
Sats. Om F°(PSDP) # (), FO(DSDP) # 0 och {A;}™, ar linjart
oberoende sa ar barriartrajektorian valdefinierad for 11 > Q.
Detta kan visas genom att visa att for ett positivt 1 ar ovanstaende

ekvationssystem ekvivalenta med optimalitetsvillkoren till problemet

min trace(C'X) — pIndet X.
XeFO(PSDP)
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Barriartrajektorian

Givet lampliga villkor leder barriartrajektorian till optimallosningen.

Inrepunktsmetoder foljer trajektorian approximativt.
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Primal-duala inrepunktsmetoder

Antag att X ar tilldten till (PSDP) med X > 0, och antag att y, S ar
tilldtna till (DSDP) med S > 0.

trace( X S)

Lat u = vara uppskattningen av barriarparametern.
v - PP g P

Lat o € [0, 1] beteckna onskad reduktion av dualitetsgapet.

Det betyder att vi forsoker losa

i=1
trace(A4; X)=10b;, i=1,...,m,
XS =oul.
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En iteration i1 en primal-dual inrepunktsmetod

o Givet tillditna X¥, ¢* och S* s3 att X* = 0 and S* > 0;

k ok
. trace(X"S ) o e [0,1],
n

o Berikna AX*, Ay* and AS*;

e Berikna steglangd oF;
o XKt . X&k —I—OzkAXk, yk+1 - yk —I—()zkAyk, Gk+1 Sk—I—CMkASk;
Vi kraver X**1 — 0 and S**! - 0.

Metoder skiljer sig i val av o, val av steg och val av steglangd.
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Rattframma Newtoniterationer

Sista blocket av ekvationer kan skrivas som XS — oul = 0, vilket ger

Newtoniterationerna

trace(A;AX) =0, i=1,...,m,
XAS+AXS =oul — XS,

eller som SX —oul =0, vilket ger

trace(A;AX) =0, i=1,...,m,
SAX + ASX =oul — SX.

| allmanhet ar losningarna olika, och de ar inte symmetriska.
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Reduktion av dualitetsgapet

Antag att AX, Ay, AS uppfyller

trace(A;AX) =0, i=1,...,m,
XAS+ AXS =oul — XS,
D3 galler att trace(AXAS) = — Y, trace(A; AX) Ay, = 0.

Alltsa,

trace((X 4+ aAX)(S + aAS)) = trace( X S) + atrace( X AS + AXS)
= (1 — a(l — o)) trace(XS).

Samma relation for bada lineariseringarna.
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Strategier for att valja o

Relationen
trace((X + aAX)(S + aAS)) = (1 — a(l — o)) trace( X S)

implicerar att det ar onskvart att ha o liten och « stor. Dessa mal

strider 1 allmanhet mot varandra.

Tre huvudstrategier:
e Kort-stegsmetod, o nara 1.
e Lang-stegsmetod, o vasentligt mindre an 1.

e Prediktions-korrektionsmetod, o = 0 varje jamn iteration och 0 =1

varje udda iteration.
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Kort-stegsmetod

Vikan valjaoc* =1-6/y/n, o* = 1.

lterationspunkterna stannar nara trajektorian.

Polynomiell komplexitet. Normalt inte tillrackligt effektiv i praktiken.
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Lang-stegsmetod

Vi kan vilja ¢* = 0.1, o given av narhet till trajektorian.

Polynomiell komplexitet.
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Prediktions-korrektionsmetod

o% =0, o given av narhet till trajektorian for k& jamn.

ocfF =1 of =1 for k udda.

Polynomiell komplexitet.
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Symmetrisering av newtonekvationen

Det finns olika satt att symmetrisera det sista blocket av ekvationer.

Ett exempel ar Alizadeh-Haeberly-Overton-riktninger (AHO-riktningen),
dar

1 1
—X —5X —oul =0.
> S + 2S ol 0
Detta ger motsvarande block av newtonekvationen som
1 1 1 1 1 1

Losningen AX, AS ar nu symmetrisk.

Mer generellt kan vi inféra Sp(U) = 3 (PUP_1 + (PUP_l)T> for en
ickesingular n x n-matris P och betrakta Sp(X.S) = oul.
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Inrepunktsmetoder utan tillaten startpunkt

En kraftfull egenskap hos inrepunktsmetoder ar att de inte behover ha
initialpunkter i det relativa inre. Det racker att X° = 0 och S° > 0, men
de linjara ekvationerna behover inte vara uppfyllda.

Newtonekvationerna modifieras pd motsvarande satt.
TLAAYy; + AS=C =T Ay — S,
trace(A;AX) = b; — trace(A; X), 1=1,...,m,

Om o = 1, blir iterationspunkterna tillatna.
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