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Ickelinjara programmeringsproblem utan bivillkor

Betrakta idag ett ickelinjart programmeringsproblem utan bivillkor

min  f(x)
da ze€ R",

(P) dar [ € C?.
Onskvirt att hitta global minpunkt. | allmanhet for svart.
Med forstaderivator: Hitta #* s3 att Vf(2™) = 0.

Med forsta- och andraderivator: Hitta 2™ s3 att V f(2*) = 0 och
V2f(2*) = 0.

Hur gors detta?
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Iterativa metoder

min  f(x .
(P) () dar f € C?.
da x¢€ IR",
En iterativ metod genererar xqg, x1, T3, ... sa att limp_o xr = " dar

2™ ar en losning till (P).
Avbryter da lampligt avbrottskriterium ar uppfyllt, tex ||V f(z)|| < €.

ldealt ska * vara en global minpunkt. Om (P) &r ett konvext problem

kan vi 1 allmanhet uppna detta.

For ickekonvexa problem kommer “losning” i allmanhet att bero pa

vilken derivatainformation som anvands.

For ickekonvexa problem ar startpunkten speciellt viktig.
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Linjesokande metoder

En linjesokande metod genererar 1 varje iteration en sokriktning och

utfor linjesokning langs sokriktningen.

lteration k tar foljande form i punkten x;.
e Berdkna sokriktning py s& att V f(z1)'pr < 0.
e |L0s approximativt min,>q f(xx + apy), vilket ger ay.
® Tyl < T+ QgPk-

Olika metoder baseras pa olika val av p;, och ;.
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Nagra linjesokande metoder

Vi kommer idag initialt studera tva fundamentala metoder.
e Steepest-descentmetoden, dar pp = —V f(xy), och

e Netwtons metod, dar V?f(x)pr = —V f(z1).

Steepest descent: +  Sokriktningen billig att berakna,
— Langsam konvergens.
Newtons metod: — Sokriktningen tyngre att berakna,

+ Snabbare konvergens.

Vi kommer dessutom bland annat att titta pa kvasi-Newtonmetoder som

forsoker efterlikna Newtons metod utan att rakna ut andraderivator.
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Kvadratisk malfunktion

Titta pa modellproblem med kvadratisk malfunktion,

min  f(z) = s2"Hz + '

da x € IR".

(QP)

Pastdaende. Foljande galler for ((QP) beroende pd H:

(i) Om H = 0 har (QP) en unik global minpunkt 2™ som ges av
Hx® = —c.

(i) Om H = 0, H ¥ 0 ar varje &* som uppfyller Hx™ = —c en global
minpunkt till (QP). (Eventuellt finns inga sddana x*).

(iii) Om H %/ 0 ar f(x) obegransad nedait.

Bevis. Nodvandiga optimalitetsvillkor och konvexitet ger resultaten. []

Vi antar att H > 0 1 diskussionen.

A. Forsgren, KTH 6 Forelasning 4 5B1817 2006,/2007



Linjesokning pa kvadratisk malfunktion

Betrakta (QP) med f(z) = Ja"Hx + 'z, dér H - 0. Vi far:
7™ global minpunkt till (QP) <= 0=V /f(2") = Ha" +c
Antag att vi har sokriktning p;, sd att V f(x1)!pr < 0.

Lat p(a) = f(ox + apy) = f(or) + oV fzr)'pe + pkak

V f(zr)"p

P i
vi kan utfora exakt linjesokning.

Da ger ap = — i global minpunkt till min,>o f(zr + apy) dvs
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Steepest descent pa kvadratisk malfunktion

Antag att f(x) = 2aTHx + ¢z, dar H > 0. Vi far:

Antag ocksa att steepest descent med exakt linjesokning anvands, dvs
V f(xr) pr
i i

pr = —Vf(xy) och ap = —

Det galler da att f(zpi1) — f(x*) < (22:325; ; 1) (f(xr) — f(:l:*))

se Lemma 11.1 och Lemma 11.2 i Nash och Sofer.
cond(H) — 1
cond(H) +1

For ickelinjar malfunktion far vi typiskt sadan linjar konvergens om exakt

cond(H) > 1=

~ 1, dvs langsam linjar konvergens.

linjesokning utfors, dar H ersatts med V2 f(x}).
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Konvergenshastighet

Definition. Antag att z, € R,k =0,1,..., och att limy_,oc T = 2.
Vi sager att {x;,}52, konvergerar mot ™ med konvergenshastighet r om

P [ |
Im -
koo ||z — 2™ ||"

= (C, dar(C < 0.

Vi far d3 ||zpy1 — 27| = C - ||op — 27|

Vi vill ha r stort (och C nara noll). Av intresse:
e r=1,0< C <1, linjar konvergens. (Steepest descent.)
e =1, C =0, superlinjar konvergens. (Kvasi-Newton.)

e r = 2, kvadratisk konvergens. (Newtons metod.)
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Newtons metod

Vi har f(zx +p) = f(ox) + Vf(z)'p 4+ 50"V f (@) + o(|Ip]?).

Newtons metod ar valdefinierad d3 V2 f(x;) = 0. Sokriktningen p; ges
som |6sningen till minyepn V f(2)"p + 2p"V2 f(xx)p, dvs en kvadratiska
approximation av malfunktionen minimeras.

Ekvivalent med att 16sa V2 f(zx)pr = —V f(x41).

Da p, minimerar den kvadratiska funktionen till sdval riktning som

belopp, ar det naturligt att forsoka valja @ = 1 1 en linjesokning.

Eftersom V2 f(x;) = 0 antagits far vi 0 < piV?f(z1)pr = —V f(x1) pr
om V f(xr) # 0, dvs p, ar en descentriktning.

En modifierad Newtonmetod hanterar ocksd V2 f(x;) # 0.

Newtons metod loser ett kvadratiskt problem (med H > 0) i en iteration.
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Konvergenshastighet for Newtons metod

Sats. Antag att f € C° p§ R" och att x* ar en lokal minpunkt till (P)
dar V2 f(2*) = 0. Om Newtons metod (med steglingd ett) startas i en
punkt tillrackligt nara ©* s§ konvergerar den mot ¥ med
konvergenshastighet minst tva.

Bevis. D3 f € C3, Vf(2*) = 0 och V2f(z™) = 0 foljer att det finns
p>0, 06 >0, 6, >0s3att |V2f(z) || < B och
IV f(z) + V2f(z)(a —2)| < Bo|lx — 2| for alla = dar ||z — 2| < p.

Vilj p och @, s8 att ||z, — 27| < p och B15.p < C for ndgot C' < 1. D3
far vi
L1 — ZIZ* — T — V2f(:z:k)_1Vf(xk) — ZL’*
= = V2 f (@) (VF(2e) + V2 f () (2" — ),

vilket ger ||zp11 — 27| < BBz — 252 < Cloy — 2F]. O
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Modifierad Newtonmetod

Antag att V f(xx) # 0. Om vi definierar py ur Bypr = —V f(x4), dar
By, = Bl > 0, blir p;, en descentriktning.

B, = I = steepest descent,
By, = V2f(x;) = Newtons metod d& V2f(z;,) = 0.

| en modifierad Newtonmetod l3ter man B, = V2 f(x;) d3d V2f(xy) ar
“tillrackligt positivt definit”, och |ater B, vara en positivt definit

approximation av V2 f(z;) om s3 inte ar fallet.

Exempelvis kan man definiera en modifierad Choleskyfaktorisering sa att
V2f(xy) + B, = LDy Li, dar Ly, ar lagtriangular med ettor pa
diagonalen, D, ar diagonal och positivt definit, samt £, = 0 om

V2 f(x;) ar tillrackligt positivt definit.
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Choleskyfaktorisering
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b C
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Choleskyfaktorisering, forts.

Antag att B = BT = 0. D& &r a > 0. Dessutom C' — 2bb™ - 0,
eftersom

1 b [ —20T
C——bbT:(_lb ]) ‘ z
a ‘ b C I

Alltsd, om B = BT = 0 kan vi skriva B = LDL", dar L ar |gtriangular
med ettor pa diagonalen och D ar diagonal med positiva
diagonalelement.

Ekvivalent, 13t R = DY2LT. D& blir B = R'R, dar R ar hogtriangular
med positiva diagonalelement. Vi kallar R Choleskyfaktorn av B.
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Choleskyfaktorisering, forts.

Antag att B = B' = 0 och att vi vill I6sa Bp = =V f(z).
e Bilda B = R'R.
e Los R'u = -V f(x).
e Los Rp = u.

D3 R ar triangular ar det enkelt att [6sa med R och R'.

Om B = B" % 0 kan vi bilda B+ E = R'R, dar E ar diagonal med
ickenegativa diagonalelement s3 att B + F = R'R. Detta kallas
modifierad Choleskyfaktorisering.

Vi kan dé l6sa (B + F)p = —V f(x), vilket leder till en form av
modifierad Newtonmetod.
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Tillracklig descentriktning

For att en sokriktning p, ska garantera konvergens kravs att den ska
vara en tillracklig descentriktning. Typiskt villkor ar

Vf(iﬁk)Tpk

— > o, dar o ar en positiv konstant.
IV (@)llllpell —

Detta innebar att p, ska uppfora sig “tillrackligt mycket” som

minusgradienten.

For sokriktning py ur Brpr = —V f(xy) dstadkoms detta genom att se
till att || By|| < My och || B || < M, dar M; och M, &r positiva
konstanter.

For en modifierad Newtonmetod kan modifikation av V2 f(x;) goras i
modifierad Choleskyfaktorisering.
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Linjesokning
| linjesokningen bestams a;, som en approximativ losning till

ming>o p(), dar p(a) = f(xx + apg). Vivill ha f(zr1) < f(2), dvs
(o) < ©(0). Detta villkor racker dock ej for att visa konvergens.

Exempel pad krav for att steget inte blir for langt:

e(a) < (0) + pay'(0), dvs (Armijo-villkor)
flze + api) < f(zg) + paV f(xy) pr,

dar p € (0, 3).

Exempel pa krav for att steget inte blir for kort:

| ()] < —ne'(0), dvs (Wolfe-villkor)
IV f(@r + apie)'pi| < =0V f(xn) e,

dar n € (u,1). Alternativt krav for att steget inte blir for kort:

Tag minsta ickenegativa heltal 7 sadant att

flop +27pe) < fon) + p27°V f(2x) P (“Backtracking”)
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lllustration av linjesokningsvillkoren

Linjesokningsvillkoren av Wolfe-Armijotyp illustreras i nedanstdende

figur.

A. Forsgren, KTH 18 Férelasning 4 5B1817 2006,/2007



Linjesokningsvillkor

For att hitta & sa att Wolfe och Armijo-villkoren ar uppfyllda kan vi
betrakta () = p(a) — ©(0) — pay'(0).

Da blir $(0) = 0 och ¢/(0) < 0. Dessutom maste det finnas & > 0 sa
att ¢(a) = 0, annars blir ¢ obegransad nedat.

Alltsa finns enligt medelvardessatsen & € (0, &) sa att ¢(&) < 0 och
#'(a) =0.
D3 1 < n far vi darmed p(a) < ¢(0) + pay'(0) och |¢'(a)] < —ne'(0)

for a i en omgivning av &.

Exempelvis kan intervallhalvering kombinerat med polynomiell

interpolation anvandas pa ¢ for att hitta lampligt «.
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