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Forelasning 5

Metoder for problem utan bivillkor, forts.
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Losningar
For en given metod blir en losning den basta punkt metoden kan ge.

e Med en metod som anvander forstaderivatsinformation blir en
I6sning typiskt en punkt som uppfyller V f(2) = 0. Exempel:
steepest descent.

e Med en metod som aven anvander andraderivatsinformation blir en
I6sning typiskt en punkt dar V f(2®) = 0 och V2f(z*) = 0.
Exempel: Modifierad Newtonmetod. (Dock behover man anvanda

aven negativa krokningsriktningar for att uppna detta.)

OBS! Vi kan inte med nagon av dessa metoder garantera att vi nar en
lokal minpunkt, om vi inte antar konvexitet eller nagot motsvarande. Vi
kan dock testa om andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor ar

uppfyllda om vi anvander en andraderivatsmetod.
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Gradientbaserade metoder for problem utan bivillkor

Betrakta aterigen ett ickelinjart programmeringsproblem utan bivillkor

min  f(x)
dd ze R",

(P) dar [ € C?.

Vi ska nu titta pa metoder som anvander forstaderivator, liksom
steepest-descentmetoden, men pa ett “battre satt”.

Speciellt kvasi-Newtonmetoder och konjugerade gradientmetoden.

Bada har motivering fran kvadratisk programmering.
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Kvasi-Newtonuppdatering

En kvasi-Newtonmetod beraknar sokriktningen p; ur Bppr = —V f(xx),
dar B, = B} = 0 och later By 1 = By, + C, dar C}, ar en symmetrisk

matris av lag rang, typiskt rang ett eller rang tva.

Antag att f(x) = 2aTHx + ¢z, dar H = H' > 0. D3 blir
Vf(xy + arpr) = V f(xr) + apHpy. Alternativt kan vi skriva
HSk = Yk, dar Sk = OkDE och Y — Vf(ll’k_H) — Vf(xk)

Motiverat av denna kvadratiska modell, kravs i en kvasi-Newtonmetod
att Bi1 ska uppfylla Kvasi-Newtonvillkoret By 15, = yg, dar s = aypg

och y, = V f(zi11) — V f(zk)-

A. Forsgren, KTH 4 Forelasning 5 5B1817 2006,/2007



Kvasi-Newtonmetod

lteration £ i en linjesokande kvasi-Newtonmetod tar foljande form i en

given punkt x; med Hessianapproximation 5.
e Berakna sokriktning py ur Bipr = —V f(xp).
e L 0s approximativt min,>o f(xr + apy), vilket ger ay.
® Tyl < Tk + QgPk-
® Si — Tpy1 — Tk, Yk — Vf(Zrr1) — Vf(xr)
e By, «— B+ (Y, dar By 15, = yi och B1 > 0 kravs.

Olika metoder baseras pa olika val av C), och «;. Typiskt har C}. rang
ett eller rang tva.

Typiskt valjs By = 1.
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Symmetriska rang-ett uppdateringen

Pastaende. Lat B, vara en symmetrisk matris. Lat By, = Bj, + C},

dar Cjy, ar symmetrisk med rang ett. Antag att By15; = Yy, och
(yx — Bsi)"sk # 0. D3 blir

1
Cy = —- B — Bysi)".
k (vx — Brsy) sy (Y kSk) (Y kSk)

Bevis. Se Nash och Sofer, Lemma 11.4. Vi kan skriva

Bii1 = Bi + vvwpwi, dar [|wg|| = 1. Kvasi-Newtonvillkoret ger
1 o o
Bisk + Mwpwisy = yp, dvs wy, = = (yr — Brsi). D3 ||lwi| = 1 far
TeWESk
— Bpsi ) — B 2

|yx — Brsk| (yr — Brsk) sy

Insattning ger vywpw; = Cp. O

Symmetriska rang-ett uppdateringen ar unik. By,1 > 0 e garanterad.
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BFGS-uppdateringen

Rang-tvd uppdateringen ar inte unik. BFGS-uppdateringen ges av

1 1
Byi1 = By — ByskSy Br + —— Uiy -
" SiBrsk " Y "

Pastaende. L5t B_B} = 0, och It By, vara BFGS-uppdateringen
av By,. D3 ar By11 = 0 om och endast om y;s; > 0.

Bevis. Se Nash och Sofer, Lemma 11.5. []

Positiv definithet kan garanteras om Wolfe-villkor anvands i
linjesdkningen. Da far vi |V f(xry1) se] < —nV f(xr) sk, vilket ger
yisp > —(1 —n)Vf(xg)'sy > 0.

Om Ry, ar Choleskyfaktor av By, dvs B, = RIR;., kan
BFGS-uppdateringen goras som en rang-ett uppdatering av Ry till Ry 1.
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Kvasi-Newtonmetod pa kvadratiskt problem

Antag att en kvasi-Newtonmetod appliceras pa ett kvadratisk problem
dar f(z) = s2"Hz + ¢"x, H = H" - 0. Antag ocks3 att exakt
linjesokning utfors samt att { B, } ar positivt definita. D3 ar problemet
lost | hogst n iterationer och B,, = H.

Detta innebar att en kvasi-Newtonmetod loser sitt “kvadratiska
modellproblem” i ett andligt antal iterationer, till skillnad fran
steepest-descentmetoden.

Man kan visa ovanstaende genom att visa att en kvasi-Newtonmetod
genererar konjugerade sokriktningar for ett kvadratiskt problem. Pa ett
kvadratiskt problem blir metoden ekvivalent med konjugerade
gradientmetoden.
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Losning av ekvationssystem med positivt definit matris

Antag att vi vill 1osa Hx = —¢, dar H = H! = 0.
Ekvivalent, minimera f(z) = z2"Hz + ¢z

Alternativ:

o Fatoriseringsmetod. Forslag: Choleskyfaktorisering, H = R'R, R
hogtriangular.

e l|terativ metod. Forslag: Konjugerade gradientmetoden.

Struktur hos H avgor vad som ar mest effektivt.
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Konjugerade riktningar

Konjugerade gradientmetoden ar en iterativ metod som anvander sig av

konjugerade sokriktningar.

Definition. En mangd vektorer i IR", {p;}, sags vara konjugerade med

avseende pa en positivt definit symmetrisk n X n-matris H om
piHp; =0 fori # j.

Pastaende. Konjugerade riktningar ar linjart oberoende.

Bevis. Lat p;, @ =1,...,m, vara konjugerade riktningar. Antag att
i1 = 0 for nagra v;, i = 1,...,m. Da blir 31", v;p/Hp; = 0 for

en godtycklig vektor p; bland de konjugerade riktningarna. Da

riktningarna ar konjugerade ger detta v,p;Hp; = 0, och eftersom H > 0

J
och p; # 0 far vi ; = 0. [
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Konjugerade riktningar, forts.

Lat f(z) = s2"Hx + 'z, dar H = HT > 0.

Lat y = Z arpr, dar pr, k=1,...,m ar konjugerade. Da blir

k=1
m 052 CTpk

fly) = (kaHpk + OszTpk , vilket ger a, = — .
kz::l 2 7F PZHPk

Konjugerade riktningar ger alltsa ett separabelt problem.
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Linjara konjugerade gradientmetoden

lteration k 1 konjugerade gradientmetoden tar foljande form i en given
punkt x;, med g, = Hxj, + c och pi_1 givna.

® Dy < —gk + Brpr_1.
_ GkPr Gk
piHp,  piHpy

® Tyl < Tk T QgPk.

.O[k<

® (i1 gr + apHpy.
Initialt valjs 3y = 0.

D3 g, = 0 ar problemet Iost. | praktiken ||gx|| < €.
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Linjara konjugerade gradientmetoden, forts.

Pastaende. Antag att {pr} och {g.} genereras med konjugerade
gradientmetoden. D3 galler att giig; = 0, gip; = 0 och piHp; = 0 for
k>

Bevis. Se Nash och Sofer, Theorem 12.1. []

Detta innebar att sokriktningarna {p;} ar konjugerade samt att
gradienterna {g,} ar inbordes ortogonala samt ortogonala mot alla
tidigare sokriktningar.

En konsekvens ar att linjara konjugerade gradientmetoden konvergerar |

hogst n iterationer.

| praktiken behover H ofta forkonditioneras med en positivt definit
matris M som “liknar” H men dar det ar “latt” att losa ekvationssystem

Mz, = ry. | stallet for att l1osa Hx = —c loser man M 1Hx = —Mc.
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Ickelinjara konjugerade gradientmetoder
Antag nu att f(x) ar en ickelinjar (ej nodvandigtvis kvadratisk) funktion.

lteration £ i en ickelinjar konjugerad gradientmetod i en punkt x; kan

skrivas pa foljande form.

V(1) V f(2r)
vf(xk—l)va(xkz—l)

o pp — —V f(xr) + Bepr—1.

om k > 1.

.61{:(

e | Os approximativt min,>o f(xr + apy), vilket ger ay.
® Tpy1 < Tk + QgPg-
Initialt viljs G, = 0.
D3 V f(xy) = 0 ar problemet Iost. | praktiken ||V f(z)| < e.

|dén ar att forsoka fa battre metod an steepest descent.
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