&

F,
EFKTH

'{X"? VETENSKAP %
3@ OCH KONST o

ST

KTH Matematik

5B1817 Tillampad ickelinjar optimering

Forelasning 6

Kvadratisk programmering med likhetsbivillkor

A. Forsgren, KTH 1 Férelasning 6 5B1817 2006,/2007



Kvadratisk programmering med likhetsbivillkor

Titta pd modellproblem med kvadratisk malfunktion,

min  f(z) = s2"Hx + '
(EQP) d& Ax=0b,
x € IR"™.

Vi antar att A € IR™*™ med rang m.

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor blir

Hx +c= A\,
Ax = b.

Detta ar ett linjart ekvationssystem.
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Exempelproblem, elektriskt natverk

Antag att vi har ett elektiskt natverk med m noder och ledningar
(7,7) € E. Strom med styrka I; skickas ininod i, i =1,...,m (dar
>, I; =0). Ledning (¢, ) har resistans r;;.

1>

I3

Vilken vag tar strommen genom natverket?
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Exempelproblem, elektriskt natverk, forts.

Lat x;; vara stromstyrkan i ledning (7, 7) och Iat u; vara potentialen i

nod i, ¢ =1,...,m, dar vi kan valja u,, = 0. D& far vi

w; — uj = 1T, (4,7) € E,

Z Lij — Z Zlf]z—lz, Z:].,...7m—1.

j:(i,J)eE j:(Ji)eE

Ekvivalent med optimallosning och multiplikatorer till

2
Z Tig g

(i,7)eF
da Z Lij — Z .CU]Z— Qs izl,...,m—l,
j:(i,9)EE j:(gi)erE

Tij € IR, (Z,]) c k.

Totala effekten minimeras.
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)ptimalitetsvillkor for kvadratisk programmering med likhetsbivillkot

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor kan skrivas

H AT X —c
A 0 — A\ b

Lat Z vara en matris vars kolumner bildar bas for null(A).

Pastdende. En punkt 2™ € IR" ar en global minpunkt till (EQP) om
och endast om det finns \* € IR™ s3 att
H AT " —c

— och Z'HZ = 0.
A 0 —\F b
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Kvadratisk programmering med likhetsbivillkor
Alternativt, |at = vara given punkt och p steget till optimum,
min f(x +p) — %(ZE +]0)TH(CU +p) T CT(I' +p)
(EQP") d3a Ap=b-— Az,
p e IR".

Pastdende. En punkt z +p" € IR" ar en global minpunkt till (EQP)

om och endast om det finns X* € IR™ s3 att

H AT 3 Hz +
DA77 oeh Z'HZ - 0.
A 0 _\F Ax — b

OBS! Samma X\* som tidigare.
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KKT-matrisen

Matrisen K = A kallas KK T-matrisen.
A 0
Pastaende. Om A #0 ar K # 0.
Detta medfor att K ar en indefinit matris.
Pastaende. Om Z'HZ = 0 och rank(A) = m ar K ickesingular.
Om ZTHZ = 0 och rank(A) = m blir 2 och \* alltsd unika.
Vi antar for resten av dagen att Z'HZ = 0 och rank(A) = m.

Hur raknar vi ut 2° och \*?

Vi foredrar (EQP’) framfor (EQP).

A. Forsgren, KTH 7 Forelasning 6 5B1817 2006,/2007



Direkt losning med K

Vi kan riakna ut p" och \* direkt med hjalp av K, dvs

H AT D Hzx +c
A 0 '\ Ax — b

Vi behover losa ekvationssystem dar matrisen ar symmetrisk och
indefinit.
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Losning med partitionerad K
Lat p° = Zpy, + Yy, dar Y € IR™¥™ viljs s3 att (Z Y') ar ickesingular.

1
Exempelvis Y = AT eller Y = dar A = (B N) med

0
B € IR™™, B ickesingular.
[ pe)
| [ H A"\ [Z Y 0 bz Hz +c
Vi kan da skriva pyv | =—
A o )\o o1 i Az —b
\ A
(27 0 )

Multiplikation fran vanster med | Y2 (0 | ger symmetrisk matris.

\ 0 1)
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Losning med partitionerad K, forts.

Symmetrisering genom multiplikation fran vanster ger

ZT 0 j

( \ AT 7V 0 ( pz\
YT 0 Py | =
A 0 0O 0 [
\ 0 ) \ )

(77 o)
_ YT 0

\ 0 1}

Observera att ekvationssystemen ar ekvivalenta, dd vi multiplicerar med

Hx +c
Ax — b

ickesingular matris.
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Losning med partitionerad K, forts.

Forenkling ger

(zTHZ 7z'HY 0 \ [ o) [ ZT(Hz +¢) )
YTHZ YTHY YTAT pv | =—| YH(Hz + )
\ 0 AY 0 )\ =X \ Az—b |

Ekvationssystemet kan nu losas i tre steg:

(i) AYpy =b— Az, tilldten punkt
(i) ZTHZp}, = —Z"(H(x + Ypi) + ¢), optimal punkt
(i) YTATN® = YT(H(x + Yps + Zpy) + c). lagrangemultiplikator

OBS! py beror inte pd H och c. Endast nollrumssteget p, gor det.
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Nollrumsmetod

Antag speciellt att x ar tilldten, dvs Ax = b. Da blir (i) trivial.

(i) AYp} =0, dvs py =0 tilldten punkt
(i) ZTHZpy, = —Z"(Hz + ¢), optimal punkt
(i) YTATX" = YT(H(x + Zpy,) + ¢). lagrangemultiplikator

Endast steget i nollrummet, p;, behover bestammas.

Den partitionerade metoden kallas darfor ofta nollrumsmetod.

Om faktoriseringar av AY och Z'HZ ar kinda, kan (i), (ii) och (iii)
losas.
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Val av metod

Alla metoder som loser (E Q) P) loser ekvationssystemet

Hzx 4 c— AT\ 0

Ax — b 0

Vi har tittat pa tva olika satt att gora detta pa.
Vilket satt som ar bast beror pd manga faktorer.

En direkt metod kan utnyttja struktur i A, men maste hantera en
indefinit matris.

En nollrumsmetod jobbar med matriser av mindre dimension. Det ar
dock svarare att ta hansyn till strukturen i K.
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Alternativt synsatt

Vi kan alternativt direkt betrakta det linjara ekvationssystemet

Hx +c— AT\ 0
Axr — b 0

For en given initialgissning x soker vi 4+ p" och 0 + \* s3 att

H(z+p*)+c— ATX* [0
Az +p*) = b 0/
dvs
H A? n B Hzx +c
A O Y Ax — D
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Exempel, minstakvadratproblem

Betrakta ett minstakvadratproblem

min || A%y — c||;

di ye R™

Normalekvationerna kan skrivas AATy™ = Ac.

. . I AT [ =" c
Ekvivalent omskrivning — —
A 0 —y" 0

Ekvivalent problem
min ||r — ¢/

dd Ar =0,
r e IR".
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Observation relaterat till problem med olikhetsbivillkor

Antag att ¥ = 2 4+ p" med tillhdrande X\* ar optimallsning till

min %CETHZC + ety

da Az =0,
x e IR",

dar H > 0. Om X" > 0 ar 2* d3 ocks3 optimallosning till

min %:pTH:C + clx
da Ax > b,
r € IR™.

Denna observation ar basen for en active set metod for att losa

kvadratiska programmeringsproblem med olikhetsbivillkor.

A. Forsgren, KTH 16 Forelasning 6 5B1817 2006,/2007



