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Optimalitetsvillkor for ickelinjara programmeringsproblem

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem med likhetsbivillkor

(P-) min  f(z) dar f,g € C?, g: IR" — IR™.
dd g(x) =0,

Om vi definierar lagrangefunktionen £(z, \) = f(x) — AMg(x) ar forsta
ordningens optimalitetsvillkor VL(z, A\) = 0. Vi skriver dem som

ViL(z,\) _ V() — A(z)IA _ 0
—VaL(x, \) g(z) 0/

dar A(z)! = (Vgl(:v) Vga(r) -+ Vgu(r) )
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Forsta ordningens optimalitetsvillkor som ett ekvationssystem

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor kan alltsa ses som ett

ickelinjart ekvationssystem med n 4+ m ekvationer och n + m obekanta,

x och A, enligt

V() —A(z)'A) [0
g() 0
. . al 94 p .
En Newtoniteration tar formen — + ~dar
AT A 7,
Vi L(x,A) —A@@)" ) (p) [ -Vf(@)+A)™
A(x) 0 —g()
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-orsta ordningens optimalitetsvillkor som ett ekvationssystem, forts.

Newtonsystemet kan ekvivalent skrivas om som

VieL(z,A) —A(z)" p —V[f(z)

A(x) 0 A+ v —9(x)

alternativt

V3L A ([ p ) _(-ViE) )
A@y o Jl-x ) e

Vi foredrar formen med AT, da den direkt kan generaliseras till problem
med olikhetsbivillkor.
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Kvadratisk programmering med likhetsbivillkor

Jamfor kvadratiskt programmeringsproblem

(EQP) d3 Ap=1,

dar optimallosningen p och multiplikatorvektorn A™ ges unikt av

H AT 3, —cC
A 0 — AT b

om Z'HZ = 0 och A har full radrang.
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Newtoniteration och kvadratisk programmering med likhetsbivillkor
e [ VEL(wA) Az)! p —Vf(z)
Jamfor —
A(z) 0 —AT —9(x)

~(21)(z)-(3

|dentifiera:
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Newtoniteration som QP-problem

En Newtoniteration for att losa forsta ordningens nodvandiga
optimalitetsvillkor till (P-) kan uppfattas som att losa QP-problemet

min  3p" V2, L(z, \)p+ V f(z)"p
(@P=) da  A(z)p = —g(x),
p € IR",

och l3ta 7 = x 4+ p samt A" ges av multiplikatorerna till (QQP-).

Problemet (QQP-) ar valdefinierat med unik optimallosning p och
multiplikatorvektor AT om Z(z)''V2_L(z,\)Z(x) = 0 och A(z) har full
radrang, dar Z(x) ar en matris vars kolumner bildar bas for null( A(x)).
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En SQP-iteration for problem med likhetsbivillkor

Givet =, X sd att Z(x)!'V2_L(x,\)Z(z) = 0 och A(x) har full radrang,
tar en Newtoniteration foljande form.

e Tag fram optimallosning p och multiplikatorvektor AT till
min  3p' V7, L(z,\)p + V f(z)'p
(QP=) d&  A(z)p=—g(2),
p e IR,
o r—x+Dp, A AT

Vi kallar denna metod sekvensiell kvadratisk programmering (SQP).

OBS! (QP-) loses genom att losa ett linjart ekvationssystem.
OBS! x och A har givna numeriska varden i (QP-).
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(onvergenshastighet for SQP-metod for problem med likhetsbivillko

Sats. Antag att f € C3, g € C® p5 R" och att =™ ar en reguljar punkt
som uppfyller andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor till (P-).
Om SQP-metoden (med steglangd ett) startas i en punkt tillrackligt
nara x*, X* s& ar den valdefinierad och konvergerar mot =, X* med
konvergenshastighet minst tva.

Bevis. | en omgivning av &, X* ar Z(z)T"V2_L(x,\)Z(z) = 0 och
VaLl(z,A) A(z)"
A(x) 0

valdefinierat och resultatet foljer fran kvadratisk konvergenshastighet av
Newtons metod. L]

ickesingular. Subproblemet () P-) blir darmed

OBS! Iterationspunkterna ar normalt inte tilldtna till (P~), men

kommvergerar mot en optimal punkt.
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SQP-metod for problem med likhetsbivillkor
Vi har hittills diskuterat SQP for (P-) i “idealt” fall. Nagra

kommentarer:
e Om Z(x)'V2 L(x,\)Z(z) # 0 kan vi ersatta V2_L(x,\) med B i
(QP-) dar B ar en symmetrisk approximation av V2_L(z, \) som
uppfyller Z(x)'BZ(z) = 0.

e Man kan anvinda kvasi-Newtonapproximation B av VZ_L(z, ).
e Om A(x) inte har full radrang kan A(z)p = —¢g(x) sakna losningar.

Detta kan exempelvis hanteras genom att infora “elastiska”
variabler. Vi behandlar inte detta har.

e Vi har visat lokala konvergensegenskaper. For att fa konvergens fran
godtycklig startpunkt kan vi infora en meritfunktion och utfora

linjesokning.

A. Forsgren, KTH 10 Forelasning 9 5B1817 2006,/2007



Exempel pa meritfunktion for SQP pa (P-)

En meritfunktion bestar typiskt av en viktning av optimalitet och
tillatenhet. Exempel ar den utokade lagrangefunktionen

1
M, (z) = f(x) — M=) g(x) + 2—g(az)Tg(az), dar p ar en positiv

v
parameter och A\(z) = (A(x)A(z)")tA(z)V f(x). (Vektorn \(x) ar har
minstakvadratlésningen till A(z)'A = Vf(z).)
Da blir SQP-riktningen p en descentriktning till M, i x om p ar tillrakligt
nara noll och Z(z)'BZ(z) = 0, se Nocedal och Wright sid 545-546.

Vi kan darfor gora linjesokning pa M, i z-led och definiera

Az) = (A(x)A(z)") T A(2)" V f ().
|dealt valjs steglangden a = 1.

Vi tanker oss den “rena” metoden, dar & = 1 och A" ges av (QP-).
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SQP for problem med olikhetsbivillkor

| SQP-suproblemet () P-) approximeras bivillkoren med en linearisering

kring x, dvs kravet pa p blir g;(z) + Vg(x)'p=0,i=1,...,m.

For ett olikhetsbivillkor g;(x) > 0 generaliseras detta till kravet
gi(x) + Vgi(z)p > 0.

En SQP-metod ger har i varje iteration en prediktion av de aktiva
bivillkoren till (P) genom de bivillkor som ar aktiva i QP-subproblemet.

QP-subproblemet ger ickenegativa multiplikatorer for olikhetsbivillkoren.
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SQP-subproblem for ickelinjart programmeringsproblem

Problemet
min  f(x)
(P) 9:(2) diar f,g € C? ¢g: IR" — IR™,
gi(x) =0, i €&,
x € IR",

far i en viss punkt x, \ ett SQP-subproblem

min  1p"V2 L(z,\)p+ Vf(x)p

dd  Vgi(z)'p> —gi(x), i € Z,
Vai(z)'p = —gi(), i € €,
p € IR",

(QP)

vilket har optimallosning p och lagrangemultiplikatorvektor \*.
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En SQP-iteration for ickelinjar programmering

Givet =, A s& att V2_L(z, \) = 0, tar en SQP-iteration for (P) foljande

form.

e Tag fram optimallosning p och multiplikatorvektor AT till

min  1p"V2 L(z,\)p+ Vf(x)p

dd  Vgi(z)'p > —gi(z), i €T,
ng'(iU)Tp = —gi(x), 1 €€,
p € IR".

(QP)

e z—x+p AN\

Observera att A\, > 0, 7 € Z, bibehalls tack vare att \* ar
lagrangemultiplikatorer till (QP).
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Konvergenshastighet for SQP-metod

Sats. Antag att f € C3, g € C® p3 R" och att =™ ar en reguljar punkt
som uppfyller andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor till ( P)
med strikt komplementaritet. Om SQP-metoden (med steglangd ett)
startas | en punkt tillrackligt nara N s3 ar den valdefinierad, har
samma bindande bivillkor som (P) har i #* och konvergerar mot =™, \*
med konvergenshastighet minst tva.

Bevis. 1dé: Om vi bortser fran bivillkoren som inte 3r bindande i 2

konvergerar SQP-metoden for detta problem enligt diskussion fran
likhetsfallet. Darmed gar ||p|| mot noll med minst kvadratisk hastighet.

For bivillkor ¢ far vi g;(z) + Vgi(x)'p > gi(x) — || Vgi(2)]||p||. Om z ar
tillrackligt nira 2™ och bivillkor 7 inte ar bindande i ™ blir g;(x) > 0,
och om ||p|| ar tillrackligt liten blir darmed

gi(x) + Vgi(z)'p = gi(x) — [[Vgi(@)|[[p]| > 0. O
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SQP-metod for ickelinjar programmering

Vi har diskuterat “idealfallet”. Nagra kommentarer:

e Om V2 L(x,\) # 0 kan vi ersatta V2_L(z, \) med B i (QP) dar
B ar en symmetrisk approximation av V2_L(x, A) som uppfyller
B > 0.

e Man kan anvinda kvasi-Newtonapproximation B av VZ_L(z, ).

e (QP-subproblemet kan sakna tilldtna losningar. Detta kan exempelvis
hanteras genom att infora “elastiska” variabler. Vi behandlar inte
detta har.

e Vi har visat lokala konvergensegenskaper. For att fa konvergens fran
godtycklig startpunkt kan vi infora en meritfunktion och utfora
linjesokning. Vi behandlar inte detta har for olikhetsproblemsfallet.
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