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Motiv for exponentiell utjamning

Detta dr menat att komplementera presentationen av exponentiell utjamning som prog-
nosmetod i Axsdter “Lagerstyrning”.

Vi modellerar efterfragan i tidsperiod ¢ som en stokastisk variabel X; = a + ¢, dir a ar en
(okénd) konstant och €; &r en stokastisk variabel sadan att E(e;) = 0 och sadan att alla
€,t=1,2,... 4r oberoende.

Baserat pa informationen upp till och med tidsperiod ¢, dvs {Xs}._;, later vi prognosen
for tidsperiod t + 7 vara X,%HT = @y, dar a; beraknas ur rekursionen

ag = (1 —a)ag—1 +aXy, a<€(0,1) (1)

med nagot begynnelsevérde ag.
Motivet till detta forfaringssatt kan héarledas till foljande minimeringsproblem:

t—1
min Y B (Xp s — ),
b s=0

dar 8 € (0,1) ar konstant och a; betecknar estimatet av den okédnda storheten a. Vi
vill alltsd minimera en viktad summa av prognosfelen i kvadrat. Viktningen &r sadan att
nyare data far hogre vikt &n gamla data.

Forsta ordningens nédvandiga villkor for optimalitet ger da

t—1
ZﬂS(Xt—S - dt) = 07
s=0

eller
¢

t—1 t—1 1-8
DX s =w)y B =T,
s=0 s=0 B B

dvs

X s.

Om vi gér motsvarande analys for data till och med ¢ — 1 sa far vi

Vi kan utveckla a; till
- p 1-p! ﬂ
Xi—s + ﬁtX 1_ﬁtﬁt1+ ﬁt

For stora t, giller att 1 — 3 ~ 1 och (1 — 871) /(1 — ) ~ 1 vilket ger rekursionen

ay = ﬁCALt_l + (1 — ﬂ)Xt



Om vi nu ersétter § med 1 — « fas rekursionen (1).

Vi skall nu visa att asymptotiskt kommer a; vara en vantevardesriktig skattning av den
okdnda storheten a. Dvs oavsett begynnelsevérde Gg sa kommer F(a;) — a.

Vi far om vi utvecklar a;

ar = aXi+(1—a)aXi—1 + (1 —a)ar—9]
= aXi+(1—-a)aXi 1+ (1 —a)aXi o+ (1—a)a 3

och alltsa -
ar =« Z B Xi—s + Blao, (2)
s=0

diar #=1—«. Vifar

_pat
E(ay) —aZﬂsE (Xi— s)—i—ﬁao—@Zﬁsa—i-ﬁtao—all_[;a—i-ﬂt&o:(1—6t)a+ﬁt&0

och det 6nskade resultatet genom att lata ¢ — oo.

Prognosfel over ledtiden

Lat efterfragan Xy beskrivas av en stokastisk process i diskret tid. Antag att vi vid tiden ¢
gor prognosen Xt {47 av Xi4r, for 7 = 1,2, osv, baserat pa informationen X,,s =1,...,¢
och lat Xt = ZT 1 X, t+7 vara prognosen for efterfragan under ledtiden.

Antag att vi méater prognosfelen 6ver en period,

Zi =Xt 14— Xs.

Om nu Xt—l,t ar en vantevardesriktig skattning av X; sa galler att E(Z;) = 0. Vi ar nu in-
tresserade av att skatta V(Z;). Ett sétt att skatta V(Z;) &r att berdkna det genomsnittliga
felet 1 kvadrat (mean squared error),

1~ o
MSE = 2> Z;
s=1
men man kan ocksa anvanda exponentiell utjamning, pa foljande satt:
MSE; = (1 — )MSE;_; +vZ2, ~¢€(0,1),

med nagon lamplig begynnelse-gissning MSEg. Jamfér med bokens forslag att skatta det
genomsnittliga absoluta felet (mean absolute deviation), MAD, med hjilp av exponentiell
utjaimning (se (2.25) i boken) och sedan skatta V(Z;) med 7TMAD? /2.

Lat nu Z¥ beteckna prognosfelet under ledtiden,

L
Z{ =Xt - Z&H—mefxwy
=1

Om vi har vintevirdesriktiga prognoser giller forstas att E(Z}) = 0.

Vi skall nu gora en analys av variansen pa prognosfelet under ledtiden. Antag att X; =

a + €; dar e; ar oberoende stokastiska variabler med vantevarde 0 och varians 062.



X¢+r ar oberoende av Xt,HT, ty Xt,t+r beror bara pa vad som hént till och med tidsperiod
t. Darfor galler att

V(Zl) =V(X]) + VQL: Xer) =V(X) + Lo?. (3)
T=1

For att analysera V(XtL) maste vi ocksa veta hur sjéilva prognosen utfors. Antag att
prognosen tas fram med hjélp av enkel exponentiell utjaimning, dvs att

Xt,t+7 =a;=aX;+ (1 —a)ar.
Vi far ur (2) att for stora t

a a
Viag) = (1 + 32+ 84+ 60+ )o? = — o~ o,

Vilket da ger
«@

V(XE) =V (Lay) = 5 L?02.
Om vi kombinerar detta med (3) far vi
V(zZEh) ~ ( S +L> o
t 2 —a €"

Variansen pa en-periodersfelet ar alltsa

«
vz =v(z)~ (50 1) o,

som vi skattar med MSE; enligt ovan. Det verkar da rimligt att skatta V(ZF) med
(32522 + 1)

(% +1)
Jamfor detta med bokens enklare men grovre skattning (2.26). Liknande skattningar kan

goras for andra prognosmetoder, t.ex. for exponentiell utjamning med trend, men de
algebraiska rakningarna tenderar att bli ganska langa och komplicerade.

MSE;.



