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1. (a) Infor variablerna

T
€T = (st’ LTsMyLsPyTsAsTsDs LgRyLgM s LgPs LgAs LgDys TmRy TmM s TmPsTmAs TmD, )

for antalet bussar som ska transporteras fran stdderna Stockholm (s), Goteborg
(g) och Malmé (m), till stiderna Rom (R), Madrid,(M) Paris (P), Aten (A)
och till en Dummy stad (D). Vi infér dummy staden for att fa ett balanserat
problem.

Enligt antagandet kénner vi till kostnaderna for transporterna och vi ordnar
dessa i en vektor ¢ i samma ordning som i x. Kostnaderna for transporter till
dummynoden satter vi till noll.

Lat s; beteckna hur manga bussar som finns i stad 4, och d; beteckna hur manga
busslaster som finns i stad j. Antalet busslaster i Dummynoden sétts till 10 sa
att problemet blir balanserat.

Optimeringsproblemet kan nu skrivas

min 'z
€T
(TP) da Zixij:dj, j:R,M,P,A,D
Do Tij =i, i=s,9,m.
x>0

En tillaten startbaslosning ges av Northwest- corner rule

vy | R|M|P|A|D|si
s [[10] 5 ]10]0]0 25
g |00 [5][15]/0 20
m [0]0]0]5]|10]15
d.

; [[10] 5 [15]20] 10

(b) Utfor radoperation pa A

111 100
A_[Ol 1] %U_[011}

dér de tva forsta kolumnerna &r identiteten, dvs 1 =1, 82 = 2 och 71 = 3.

Nollrummet till A spinns av vektorn n = (0, —1, 1)7 och bildrummet till A7
spinns av vektorerna i U, dvs 71 = (1, 0, 0)T och 7o = (0, 1, 1)T
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Nu giller att

0 0 1 0
z = 1 =v+u= -1 | a1 + 0 |m+ 1 [
-1 1 0 1

0 0
v = 1| eNA), u=|0|erAl),
-1 0

Problemet (P) &r pa standardform

min Lz
xT
(P) st. Ax=0b
x>0

dar

11 024 1 T
A= 02_111], b_[l}, c=[13 -1 2 4]".

Vi borjar med variablerna z1 and x5 i basen, d.v.s. f = {1,2} och § = {3,4,5}.

11 0 2 4
Aﬁ_[o 2}"45_[—1 1 1]
Da ger ekvationerna Agy = cp och r? = cg —yT As att

y:[”, rg =10 -1 —1].

Man kan vélja mellan att lata 4 och 5 bli nya basvariabelindex. Lat x4 ga in i
basen. Vilken variabel ska limna basen ? b = (1/2, 1/2) bestiims fran Agb = b.
Fran Agay = aa, far vi as = (3/2,1/2)7. Fran x5 = b — aqt ser vi att det forsta
elementet i zg blir noll forst (eftersom den kvoten &r minst), och da maste den
forsta basvariabeln, namligen z1, ldmna basen.

Nu éar 8 = {4,2} och § = {3,1,5}, och vi uppdaterar bas- och ickebasmatriser:

2 1 01 4
Aﬂ:[1 2}"45:[—1 0 1]

Nu ger ekvationerna Agy = cg och 'r’:gr = c(;T —yT As att

yz{ig] re =[1/3 2/3 4/3].

Eftersom alla reducerade kostnader ar positiva sa ar den aktuella baslosningen

z = (0, %, 0, %, 0) optimal.
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(b) Det duala problemet blir

da

[ max  y1 +y2

1 <1

y1+2y2 <3

—y2 < —1

21 +y2 <2
dy1 +y2 <4 |

Komplementaritet ger att bivillkor 2 och 4 ar uppfyllda med likhet och vi ser att
y1 = 1/3 och yo2 = 4/3 fran simplexmetoden uppfyller dessa villkor. Dessutom
uppfylls 6vriga bivillkor med strikt olikhet och variablerna &r icke-negativa.
Som extra koll kan man se att ¢l =bTy, dvs 1/3+3+2%1/3 =1/3 +4/3.
Om vi andrar koefficienten i hogerledet sa kommer samma baslosning vara

optimal sa ldnge som den é&r tillaten. (reducerade kostnaderna &ndras ju inte
av denna fordandring) Vi har att

2
1

1
2

[

vilken &r icke-negativ. I sa fall géller att

]T[l/g]:w

Givet

Ty = [

H=

2
3

2
—6
8

—6 8
20 —-20
—-20 41

I=[ua]

Diagonalmatrisen i LDLT-faktoriseringen av matrisen H bestims av radoper-

ationer med faktorer 3 och -4, och motsvarande kolumnoperationer:

2
0
0

—6 8
2 4
4 9

2
= 0
0

0 0
2 4
49

Nu anvander vi rad 2 for en radoperation med faktorn -2, och motsvarande

kolumnoperation:

2 00 2 00
0 2 4 = D=0 20
0 01 0 01

Eftersom diagonalelementen &r positiva sa &r H positivt definit. L-matrisen
bestams av radoperationerna ovan

-1

-1

N = O

= o o
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(b)

Det tillatna omradet ar konvext eftersom det bestams av ett linjart ekvations-
system. Malfunktionen #r konvex pa hela IR? enligt a-uppgiften, och #r dirfor
aven konvex pa det tillatna omradet. Alltsa &r optimeringsproblemet konvext.
Bestdm nollrummet till A

a_[221 11 1/2 110
110 00 —1/2 00 1]

Det spanns av kolumnvektorn

T

1 -3
c=27Tc=1| -1 4 | =-7
0 0

ges en 16sning v till ekvationssystemet Z7 HZv = —Z7(HZ + c), d.v.s.
34v = —1

av v = —1/34.
Eftersom problemet var strikt konvext s &r & = Z+vZ = (33/34,1/34,0)7 det
unika minimat till (P).

Vi kollar riktningsderivatan i punkten x i riktningen d

~1
Vf@)d=Hz+c)d=[1 -1 0]| -2 | =1>0.
8

Eftersom denna ar positiv sa ar d ej en avtaganderiktning.

f ar summan av tva konvexa funktioner och alltsa konvex. Den forsta termen ar
konvex eftersom det &r en konvex och vixande funktion (exponentialfunktionen)
av en konvex funktion.

Gradienten till f &r Vf(z) = [2z1 exp{xa+23} 223 exp{z2+23}], och hessianen
ges av

2 0 0
Vif(z)=| 0  exp{zy+ 23} 223 exp{wa + 23}
0 2xgexp{zs+ 23} 2(1+ 223)exp{zs + 23}

I punkten 20 = 0 har vi di VZf(x(O))d(O) = *Vf(x(o))a dvs

2.0 0 0 0
01 0|d9=—|1]. =d9=1 1
00 2 0 0
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Med ett enhetssteg blir nu niista iterationspunkt () = z(©4+4©) = (0, —1, 0)T.
Om Newtons algorithm konvergerar sa kommer den ga till ett lokalt min och
vi vet att eftersom f &r odndligt differentierbar sa maéaste dess gradient vara
lika med noll dar, men gradienten till noll &r inte noll nagonstans sa algoritmen
kommer inte att konvergera. (Eftersom det inte finns nagra lokala minpunkter)
Lat

g1(x) = —z1, go(x) = —x2, g3(x) = —x3.
Da kan problemet skrivas min f(x) da g(x) < 0.
I punkten z* = (0,0,0), &r alla bivillkoren aktiva.

0 -1 0 0
Vf(z*)+ AVg(z") = 1 + A\ 0 + A2 -1 + A3 0 =0.
0 0 0 -1

Detta ar sant for Ay = 0, Ao = 1 > 0, A3 = 0. Alltsa dr KKT1 och KKT3
uppfyllda. Eftersom x* ar tillaten sa ar d&ven KKT2 uppfyllt och i och med att
alla bivillkor ar aktiva sa ar KKT4 uppfyllt.
Problemet ar konvext, sd KKT-villkoren &ar ekvivalenta med de globala opti-
malitetsvillkoren och vi kan alltsa saga att * ar ett globalt minimum.
Lat

g(x) =1~ (z1-1)* — a3
Da kan problemet skrivas min f(x) da g(z) < 0.
I punkten z*, ar bivillkoret aktivt, dvs g(z*) = 0.

0 2
Vi@*)+AVgz*)=| 1 |+X]| 0 | =0.
0 0

Detta ar aldrig sant, sa& KKT1 ar ej uppfyllt.
Eftersom punkten z* &r reguljar kan detta inte vara ett lokalt minimum.

Detta ar ett linjart minstakvadrat problem.
Problemet kan skrivas som min, f(z), dir f(z) = || Az — b||?, = [A B O]
och

1 0 ~1 2
Ao 1 7w/4 —1/V2 3
1 /3 —1/2 |’ 4

Ir/2 0 4

Eftersom kolumnerna i A &r oberoende finns det ett unikt optimalt x och det
bestims av AT Ax = ATb.

Omradet &r inte konvext. Punkterna z(!) = (1,0,0) och #(® = (—1,0,0) &r
tillatna, men punkten 1/2¢(M) + 1/22(3) = 0 4r inte tillaten.

Tillitna omradet bestims av att hy(z) = 22 + 23 — 1 = 0 och ho(x) = 22 +
23 —1 = 0. Gradienterna till dessa ges av Vhy(x) = (271, 272 0) och Vha(x) =
(221, 0 2x3). Dessa ar linjart beroende om xy = x3 = 0 Da foljer av bivillkoren
att 22 = 1. De punkter som inte ir reguljira ges alltsa av 1 och 3@ ovan.
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(c) Problemet har en &ndlig l6sning om och endast om dualen har en tillaten

16sning.
max 2y1 + 2
A <
(D) da Bty <a
Y1+y2 < c2
Y1 20,9220

Den andra ekvationen har icke-negativa 16sningar om och endast om co > 0.
Dessa ligger i sa fall i en triangel i positiva kvadranten. Det minsta véirdet for
c1 da det forsta bivillkoret har en tillaten punkt tillsammans med det andra &r
da ¢y = —cy. (rita en figur)

Det primala problemet ar da éndligt om co > 0 och ¢; > —co.



