Krister Svanberg, mars 2012

1 LP-problem pa standardform och Simplexmetoden

I detta avsnitt utgar vi fran LP-formuleringen (2.12) fran foreldsning 1. Denna form &r den
bést lampade for en stromlinjeformad implementering av simplexmetoden. I manga bocker
ar detta den enda behandlade formen pa LP-problem, och den brukar kallas standardformen.

Vi upprepar att ett LP-problem pa standardform ser ut sa hér:

P: minimera c¢'x
da Ax =D, (1.1)
x >0,
dir x = (21,...,2,)" € IR™ &r variabelvektorn, ¢ € IR" och b € IR™ #r givna vektorer,

medan A &r en given m X n matris.

Tillatna omradet till problemet P kallar vi for F, dvs
F={xeR"| Ax=Db och x> 0}.

Def: x € IR" ar en tillaten lésning till problemet P om x € F.
% € IR™ &r en optimal l6sning till problemet P om % € F och ¢"% < ¢"x for allax € F.

Antag forst att A har linjdrt beroende rader. D& finns det tva fall:

Om b € R(A) (= bildrummet till A, &dven kallat kolonnrummet till A) sa innehaller
systemet Ax = b redundanta ekvationer som kan elimineras utan att det paverkar
vare sig ekvationssystemet eller LP-problemet.

Om b ¢ R(A) sa saknar ekvationssystemet Ax = b 16sning och ddrmed saknar
LP-problemet tillatna l6sningar och &r darfor ointressant (eller felformulerat).

Bada dessa fall ar latta att upptéacka och atgirda innan man boérjar 16sa LP-problemet, sa vi
kommer fortsattningsvis att forutsiatta att raderna @ matrisen A dar linjdrt oberoende.

Att A har linjart oberoende rader innebér bland annat att kolonnerna i A spénner upp hela
IR™, dvs att varje vektor b € IR™ kan skrivas som en linjarkombination av kolonnerna i A.
Detta medfor att systemet Ax = b alltid har minst en l6sning x, men det ar inte sékert att
det finns nagon 16sning som dessutom uppfyller x > 0.

En annan konsekvens av att A har linjart oberoende rader ar att antalet rader i A inte kan
vara fler &n antalet kolonner. Vi har alltsa att n > m. Men om n = m (och raderna i A
ar linjart oberoende) sa har systemet Ax = b exakt en 16sning, som eventuellt uppfyller
att x > 0, sa da finns ingenting kvar att optimera! Vi forutsitter darfor genomgéaende att
n > m, dvs att antalet variabler ar storre dn antalet likhetsbivillkor, och att raderna i A ar
linjart oberoende. D4 finns det odndligt manga I6sningar till systemet Ax = b.

Lat elementen i matrisen A heta a;; och lat a; beteckna den j:te kolonnen i matrisen A, dvs
air - Qin atj
A = : : =[a; -+ a,], dir a; =
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Ekvationssystemet Ax = b kan da ekvivalent skrivas pa formen

n
E a;T; = b,
J=1

vilket kan tolkas som att hogerledsvektorn b ska skrivas som en linjarkombination av kolon-
nerna a;j, med vikterna ;. Kravet att x > 0 betyder da forstas att dessa vikter inte far vara
negativa. Problemet P kan alltsa tolkas som att man ska framstélla hogerledsvektorn b som
en sa billig icke-negativ linjarkombination av vektorerna a; som mdjligt, da kostnaderna per
enhet av de givna vektorerna a; ges av konstanterna c;.

1.1 Baslosningar och tillatna baslosningar

Antag att man véljer ut m stycken linjart oberoende kolonner ag,, ..., ag,, bland de

n stycken kolonnerna i A. Da utgdr dessa utvalda kolonner en bas i IR™.

Lat = (f1,...,0m), lat Ag vara en m xm matris bildad av just dessa utvalda kolonner,
samt lat xg € IR™ vara en vektor bestaende av de variabler som svarar mot de utvalda
kolonnerna, det vill sdga:

Ag = [agl ce aﬁm] och X3 = (:L'ﬁl, cee ,aTgm)T.
B kallas basindexvektorn, Ag kallas basmatrisen och xg kallas basvariabelvektorn svarande

mot den valda basen. Komponenterna xg, i basvariabelvektorn kallas basvariabler.

De {=n—m stycken kolonner i matrisen A som inte ingar i basmatrisen Ag samlar vi i en
egen matris A,, och de ¢=mn—m stycken komponenter i variabelvektorn x som inte ingar i
basvariabelvektorn xg samlar vi i en egen vektor x,, enligt foljande:

A, =la, - a,] och x, = (z,,...,2,)"

Vektorn v = (v, ..., vy) kallas icke-basindezvektorn svarande mot den valda basen.
Komponenterna z,, i vektorn x,, kallas icke-basvariabler.

o 13 2 11 (5
Exempel: Lat A—[2 1 3 1} och b—<5>.

Da kan systemet Ax = b skrivas <§> T+ (f) To + (;) T3 + <1> Ty = <§)

Antag att man valjer ag och ay (som é&r linjért oberoende) till baskolonner.

x2

Dablir fi=3, =2 B=(3,2), Ag= [1 f] och x5:<$3>.
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For en given vald bas, definierad av indexvektorerna 3 och v, kan ekvationsystemet Ax = b
ekvivalent skrivas pa formen
AgX5 + A, x, = b, (1.2)

m l n

ty Agxg + A,x, = Zagixgi + Zawx,,i = Zaja:j = Ax.
i=1 i=1 j=1

Antag att man véljer att satta alla icke-basvariabler till 0, dvs sétter x, = 0.

Da ges enligt (1.2) basvariablernas virden entydigt av 16sningen till systemet Agxg = b.

Detta ér en tillaten 16sning till problemet P om och endast om xg > 0.

Def: Basldsningen svarande mot en given basindexvektor 3 definieras av att
Agxg =Db och x, =0.
Detta ér en tillaten baslésning, forkortat TBL, om x3> 0.
Om xg> 0 och minst en komponent i vektorn xg ér = 0 sa ar
det en degenererad TBL.
Om xg> 0 sa ar det en icke-degenererad TBL.

3211

Exempel: Lat A:[2 131

} och b= <§> , som i exemplet ovan.

Om = (3,2) sa ges motsvarande baslésning av att x; = x4 = 0, samt att

1 2 T3\ 5 (23 1 ) B .
[3 1] (@)—(5), dvs X,g—(x2>—<2>, sa att x =(0,2,1,0)".

Detta ar tydligen en icke-degenererad TBL eftersom bada basvariablerna ar > 0.
Om = (2,4) sa ges motsvarande baslésning av att x; = x3 = 0, samt att

2 1 T2\ 5 e 0 ) B .
[1 1]<x4>—<5)7dvs X5—<x4>—<5>, sd att x = (0,0, 0,5)".

Detta ar tydligen en degenererad TBL eftersom basvariabeln xo ar = 0.
Om (= (1,2) sa ges motsvarande baslosning av att z3 = x4 = 0, samt att

3 2 il . 5 . I . 5 o . . T
[2 1]<x2)—(5>,dvs X5—<x2)—(_5), sa att x = (5, =5, 0, 0)".

Detta &r tydligen inte en TBL eftersom basvariabeln zg dr < 0. @

Att tillatna baslosningar ar intressanta beror framst pa foljande viktiga resultat
(som inte bevisas hér).

Sats: Om det finns minst en optimal 16sning till P sa finns det minst en TBL som &r
en optimal 16sning till P.



1.2 Forberedelser till simplexmetoden

Hér foljer nagra beteckningar svarande mot en given bas, definierad av indexvektorn (.
Vektorn b € IR™ definieras av att AgB =bh.

Vektorerna a; € IR™ definieras av att Aga; =a;, forj=1,...,n.
Vektorn y € IR™ definieras av att yTAg = cg, dvs Agy = cg.
Vektorn r € IR™ definieras av att r=c— A'y, dvs r' =c'—y'TA,

speciellt ar rg = cg — yTAﬁ =0" och r] =¢/ —yTA,.

1% = 1%
Talet z € IR definieras av att z = cgl_) = yTAgB =y'b.
-

Vi infér nu en extra variabel z som haller reda pa malfunktionens varde, dvs z = ¢’ x.

Med hjalp av ovanstaende beteckningar, samt (1.2), kan vi uttrycka z som funktion

av icke-basvariabelvektorn x,, under kravet att Ax =b: z=c'x= CEXﬁ +clx, =

= yTAﬁx5 + CIX,, = yT(b —Ax,) + CIX,, =y'b+ (CI — yTA,,)X,, =z4+ rIX,,.
Vi har alltsa att ,
z=cx=z4r)x, :5"‘27"145514- (1.3)
i=1
Komponenterna r,, i vektorn r, kallas for reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna.
I den aktuella baslosningen ar x,, = 0, vilket ger att xg =b och z = 2.

Sats: Antag att b > 0 och att r, > 0. D4 ar den aktuella baslosningen, definierad av att
x3 = b och x, = 0, en optimal 16sning till det betraktade LP-problemet (1.1).

Bevis: LP-problemet (1.1) kan med hjalp av (1.2) och (1.3) ekvivalent skrivas pa formen

minimera Z +r)x,
da AﬁXﬁ + A, x, =Db, (1.4)
x3 > 0 och x, > 0.

Lat xg = X3, X, = X,,, vara en godtycklig tillaten 16sning till detta problem. Da galler bland
annat att X, > 0, vilket tillsammans med olikheten r, > 0 medfér att malfunktionsvardet
for denna 16sning uppfyller z +r)%, > 2.

Men baslésningen x5 = b, x, = 0, ér en tillaten 16sning till (1.4) med mélfunktionsvérdet .
Darmed &r denna baslosningen en optimal 16sning till problemet, eftersom den dels &ar en
tillaten 16sning, dels har minst lika lagt malfunktionsvirde som varje annan tillaten l6sning.



Om det fér den aktuella TBL:en déremot géller att 7, < 0 for nagot ¢ sa kan man (normalt)
hitta en battre TBL genom att lata z,, bli ny basvariabel. Det gar till pa foljande vis:

Lat z,, = t, dar ¢ okar fran 0, medan 6vriga icke-basvariabler ligger kvar vid 0,
dvs x,, = 0 for alla i # ¢. Da ger (1.3) att malfunktionen z paverkas enligt foljande:

z2=Z+ry,t, (1.5)

medan (1.2) ger att
AﬁXﬂ + a,,qt =b. (1.6)

For att fa enklare beteckningar kallar vi nu det givna indexet v, for .

Da ér alltsa Agxg + ait = b, vilket ekvivalent kan skrivas Ag(xg + ayt — b) =0,
vilket i sin tur ar ekvivalent med att xg + ayt — b = 0, eftersom A ar ickesingular.
Darmed har vi féljande uttryck for hur basvariablerna beror av ¢:

ngl_)fﬁkt, dvs mg, =b; —ayt fori=1,...,m. (1.7)

Antag forst att vektorn ap uppfyller att a; < 0. Da kan tydligen ¢ 6ka obegréansat utan
att man bryter mot kravet att x5 > 0. Vi har da hittat en strale, definierad av z,,(t) = t,
xy,(t) = 0 f6r i # q och xg,(t) = b; —a;t for i = 1,..,m, dvs x,,(t) = €4t och x3(t) = b — at.
For varje t > 0 utgdr detta en tillaten 16sning till problemet, och nér ¢ véixer fran 0 sa
minskar malfunktionsvirdet monotont, eftersom z(t) = zZ + it med ry < 0. Speciellt kan vi
lata t — 400, varvid z(t) — —o0.

Det betyder att det betraktade LP-problemet saknar andlig optimallosning om a; < 0.

Antag fortsattningsvis att vektorn a, har minst en strikt positiv komponent.
For varje i med a;, > 0 giller da att storleken pa ¢ begriinsas av talet b;/ay.
Om némligen ¢ > b; /a;;, sa blir g, = b; — a;pt < 0, vilket &r otillatet.

For varje i med a@;, > 0 sa har vi alltsa kravet att ¢ < b;/@;.

Detta medfor att ¢ kan 6ka till som mest

tmax — IIlIIl {

7

7(771' ’ a;p > 0}, (1.8)
Ak

ty om ¢ > t™# sa blir minst en basvariabel xg, < 0, vilket ar otillatet.

Antag att p ir ett minimerande index i (1.8), s att ™% = b, /G, med dpy > 0.

Da blir xg, = 0 nér ¢ (dvs x,,) har 6kat till £**, och da har vi hittat en ny TBL,

ddr z,, har blivit ny basvariabel medan g, har blivit ny icke-basvariabel (med virdet 0).
Vi uppdaterar da indexvektorerna 3 och v genom att lata v, och 3, byta plats med varann,
vilket kan astadkommas genom “programkoden” vy =v,, v = By, By =7.

Om t™#* > ( sa har denna nya TBL ett strikt lagre malfunktionsvarde &n forgaende TBL, ty
Z+ 1y M <z da 7y, <0 och £ > 0. Att ™% > 0 dr ekvivalent med att samtliga téljare
b; 1 (1.8) &r > 0, vilket intréffar exempelvis om den tillatna baslésningen som vi utgick fran
ar icke-degenererad (ty da #r b; > 0 for alla i, dven de for vilka a;; < 0).

Det &r inte sa svart att visa (kanske lamplig 6vningsuppgift) att den nya basmatrisen Ag,
som erhalls efter att v, och [, bytt plats med varann enligt ovan, fortfarande har linjart
oberoende kolonner och dérmed é&r ickesingulér. (Beviset bygger pa att vi vet att ap, > 0.)



1.3 Simplexmetoden for LP-problem pa standardform

Vi kan nu ge en principiell beskrivning av simplexmetoden tillaimpad pa LP-problemet (1.1).
De olika delarna av metoden har redan behandlats ovan, sa vi behGver bara sammanstélla
dem hér. Varje “varv” i metoden, dvs (I) — (IV) nedan, kallas for en iteration.

(I) Givet &r en uppdelning av variablerna, representerad av indexvektorerna (3 och v,
sadan att motsvarande baslosning ar en TBL. Berékna vektorerna b, y och r, ur
Agb = b, Agy =cg och r, =c, — AIy. Att x 4r en TBL innebar att b > 0.

(IT) Om r, > 0 sa avbryts algoritmen hér med konstaterandet att den aktuella baslésningen,
definierad av att xg = b och x, = 0, ar en optimal 16sning till det betraktade problemet.
Viilj annars ett ¢ sadant att r,, <0, sitt k = v, och berédkna vektorn a; ur Aga, = ay .

(III) Om a; < 0 sa avbryts algoritmen hér med konstaterandet att problemet saknar
(dndlig) optimallsning.

tmax

b; b .
Berdkna annars talet = min {Z | @i > 0} =2 , dar p ar ett minimerande index 1.

) il apk
(IV) Uppdatera indexvektorerna  och v genom att lata v, och 3, byta plats med varann
(dvs v =vy, vy =By, Bp ="). Ga dérefter till (I) igen.

Om denna algoritm ska anvéndas for att l6sa stora problem, med kanske tusentals bivillkor
och dnnu fler variabler, dr det nédvandigt att tdnka pa nagra saker. Bland annat bor man,
nir man ska l6sa ekvationssystem med den nya basmatrisen Ag, utnyttja att denna matris
endast skiljer sig i en enda kolonn fran den foregaende basmatrisen. Ett sitt att utnyttja
detta &r att vid varje basbyte “uppdatera LU-faktorerna” till basmatrisen. Hur detta gar till
kan man lasa om i exempelvis Nash and Sofer, avsnitt 7.6.1, men vi ska inte férdjupa oss i
dessa implementeringsaspekter hér.

1.4 Hur hittar man en tillaten baslosning att starta fran?

I steg (I) ovan utgar man tydligen fran att man har indexvektorer 5 och v sadana att mot-
svarande baslosning x dr en TBL. Om man véal en gang har hittat indexvektorer som uppfyller
detta sa kommer de nya indexvektorer som genereras i steg (IV) ocksa att uppfylla detta
(kan man visa). Kruxet ar att man i forsta iterationen kanske inte vet hur man ska vélja sina
indexvektorer sa att motsvarande baslosning blir en TBL. Vi ska i detta avsnitt beskriva hur
man kan bestamma en TBL och motsvarande indexvektorer 3 och v som simplexmetoden
kan starta fran.

Vi upprepar att det betraktade LP-problemet P &r pa formen

P minimera c¢'x

da Ax =b, (1.9)
x >0,

dar vi forutsétter att hogerledsvektorn uppfyller b > 0 (efter att vissa ekvationer vid behov
har multiplicerats med —1).



Betrakta nu féljande LP-problem i variablerna x € IR"™ och v € IR™:

Py : minimera e'v

da Ax+1Iv=b, (1.10)
x> 0ochv>0,

dér T &r enhetsmatrisen och e = (1,...,1)T.

Till detta problem Pg finns en naturlig TBL, namligen x = 0 och v = b.
Om vi doper om variablerna v; till z,,4; (for ¢ = 1,...,m) sa ges indexvektorerna
[ och v svarande mot denna TBL av (= (n+1,...,n+m) och v=(1,...,n).

Antag nu att man med hjalp av simplexmetoden bestdmmer en optimal TBL (%, V) till P.
D4 dr antingen v = O eller ¥ > 0.

Om v = 0 sa dr X en tillaten 16sning till det ursprungliga problemet P. (Det ser man om
man sétter in ¥ = 0 i problemet Py.) Dessutom &r X normalt en TBL till problemet P, ty
de artificiella variablerna v; (som alltsa har vérdet 0) har normalt blivit icke-basvariabler.
Motsvarande indexvektorer 8 och v, med variablerna v; bortrensade, kan da anvandas vid
starten av simplexmetoden for att 16sa det ursprungliga problemet P. (Om nagra artificiella
variabler skulle raka vara kvar i basen trots att de har virdet 0 sa har vi en degenererad
optimal baslosning till Py, men déa kan man alltid byta ut dessa artificiella basvariabler mot
nagra lampligt valda x; sa att en tillaten baslosning till P erhalls.)

Om diremot e™¥ > 0 sa finns det ingen tillaten 16sning x till det ursprungliga problemet P,
varfor det inte dr nagon mening att forsoka 16sa detta.



1.5 Losning av ett litet exempel med simplexmetoden

Betrakta foljande LP-problem. (Observera att det dr ett maximeringsproblem).

maximera 3r; — X3 + 2x3
da r1 — x93 + x3 < 4,
1 + x2 — x3 < 4, (1'11)
71 > 0,
€2 > 07
T3 > 0.
Vi ska 16sa problemet med simplexmetoden.
For att problemet ska bli pa standardform behover vi inféra slackvariabler x4 och x5,
samt byta tecken pa malfunktionen. D4 far vi problemet
minimera ¢'x
da Ax =b, (1.12)
x >0,

o [1 -1 11 0] (4 . .
dar A = 1 1 -1 o 1],b—<4>ochc—( 3,1, -2,0,0)".

Vi startar med slackvariablerna x4 och x5 som startbasvariabler.

Forsta iterationen.
Att x4 och x5 ar basvariabler svarar mot att 8 = (4,5) och v = (1,2, 3).

. 10 1 -1 1
Motsvarande basmatris ges av. Ag = [a4 as] = 01l medan A, = ) ) E

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur systemet

_ 10 by 4 o _ by 4
Agb =b, dvs - = , med l6sningen b = | _ = .
0 1]\ b 4 b2 4

Detta r en tillaten baslésning eftersom b > 0.

Simplexmultiplikatorernas varden ges av systemet A;y = cg,

1 0 Y1 0 . Y1 0
dvs = , med l6sningen = .
0 1 Y2 0 Y2 0

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r] =c) —yTA, =

= (-3, 1, —2) — (0, 0) “ _1 _1] = (-3, 1, -2).

Eftersom r,, = r; = —3 ar minst, och < 0, later vi x; bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga; = aj,

1 0 ail 1 . _ a 1
dvs B = , med losningen a; = | _ = .
0 1 a1 1 a1 1



Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ckas till ges av

b, b b 4 4
xrlnax: min 77’ ’ G;1 > 0 p = min 771 , 772 =ming -, - » =4.
i a1 ail  a21 11

Minimerande index é&r bade i = 1 och ¢ = 2, varfér antingen xg, = x4 eller xg, = x5 ska ut
ur basen. Man kan till exempel anvinda lottning for att bestamma vilken av de bada som
inte langre far vara kvar som basvariabel. Antag att man valjer att lata x4 ga ut ur basen,
medan x5 far bli kvar i basen (tillsammans med den nya basvariabeln x1).

Andra iterationen.
Nu &r alltsa g = (1,5) och v = (2,3,4).

. 10 —1 1 1
Motsvarande basmatris ges av Ag = [a; as] = i medan A, = L1 ol

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b berdiknas ur systemet

_ 1 0] (h 4 . _ (b 4
Agb =b, dvs - = , med l6sningen b = | - = .
11 by 4 ba 0

Detta dr som vintat en tilliten baslosning, men en degenererad sadan eftersom by = 0.

Simplexmultiplikatorernas varden ges av systemet A}y = cg,

11 Y1 -3 . Y1 -3
dvs = , med losningen = .
0 1 Y2 0 Yo 0

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r] =c] —y'A, =

-1 1 1
= (1, -2, 0) — (-3, 0) [ - 0] = (-2, 1, 3).

Eftersom r,, = r9 = —2 &r minst, och < 0, later vi x5 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn as ur systemet Agas = as,

10 a2 -1 . _ a2 -1
dvs B = , med I6sningen as = | _ = .
1 1 a9o 1 a2 2

Det storsta varde som den nya basvariabeln xo kan ckas till ges av

xy = mln{bl | Gia > 0} = {62} = {0} =0.
i | Q2 a2 2
Minimerande index ar ¢ = 2, varfor x5, = 5 ska ut ur basen.
Tredje iterationen.
Nu ér = (1,2) och v = (3,4, 5).

1 -1 1 1 0
Motsvarande basmatris ges av Ag = [a; ag] = [1 ) ] , medan A, = [ Lo 1 ]



Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b berdiknas ur systemet

_ 1 -1 by 4 L _ by 4
Agb =b, dvs - = , med losningen b = | - = .
1 1 ba 4 ba 0

Detta ar anyo en tillaiten men degenererad baslésning.

Simplexmultiplikatorernas varden ges av systemet Agy = cg,

11 -3 -2
dvs v - , med l16sningen L .
-1 1 Y2 1 Y2 -1
c, —yTA, =

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r) =

= (=2, 0, 0) — (=2, —1) [_1 (1) ?] = (-1, 2, 1).

Eftersom r,, = r3 = —1 &r minst, och < 0, later vi x3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

1 -1 a13 1 . _ ais 0
dvs B = , med losningen az = | _ = .
1 1 ass -1 ag3 -1

Eftersom az < 0 sa kan x3 0ka obegrénsat, varvid malfunktionsvirdet (for minimerings-
problemet) gar mot —oo. Dérmed saknar problemet &ndligt optimalvérde och algoritmen
avbryts.

Vi ska nu tolka de erhallna resultaten i det ursprungliga problemet (1.11), uttryckt i de
ursprungliga tre variablerna x1, xo och xs.

I startbaslosningen ar x1 = xo = x3 = 0, ty alla tre &r icke-basvariabler.
Hér later man z; bli ny basvariabel (och fa dka fran 0).

I nésta tillatna baslosning ar xo och x3 icke-basvariabler, med vardet 0, medan z; = 4.
Hér later man xo bli ny basvariabel, men man kan inte 6ka xo fran 0.

I nésta tillatna baslosning ar zg icke-basvariabel med vardet 0, medan x1 = 4 och x5 = 0.
Hér later man x3 bli ny basvariabel (och fa dka fran 0).

Nér z3 okar fran 0 sa paverkades basvariablernas vérden enligt xg = b — agzs, dvs

) = 4 0 x3, medan x4 och x5 ligger kvar vid 0.
T 0 -1

Om vi hér sétter x3 = t, dar ¢ okar fran 0, sa betyder det att de ursprungliga variablerna
beror av t enligt x3 = ¢, x1 =4 och x5 = t, som kan skrivas

x(t) = (z1(t), z2(t), z3(t))" = (4,0,0)T +¢- (0,1, 1)T.

Om vi sétter in detta x(¢) i det ursprungliga problemet (1.11) ser vi att x(¢) &r en tillaten
16sning for alla ¢ > 0, och for malfunktionen géller att 3x1(t) — x2(t) + 223(t) = 12+t — 400
da t — 4o0.
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