Krister Svanberg, mars 2015

1 Grundlaggande kalkyler med vektorer och matriser

Trots att lasaren sdkert redan beharskar grundlaggande vektor- och matriskalkyler, ges har i
Kapitel 1 en repetition om just detta. Det som mdgjligen kan kénnas nytt ar tolkningarna av
vad som egentligen pagar bakom de formella kalkylerna. T avsnitt 1.8 (kapitlets h6jdpunkt)
tolkas multiplikation av tva matriser pa fyra olika satt. I Kapitel 2 presenteras grunderna for
partitionerade matriser, och i Kapitel 3 behandlas baser, inverser och beslaktade ting.

1.1 Vektorer i IR" och linjairkombinationer av sadana

Maéangden av reella tal betecknas IR.
Maéangden IR™ bestar av alla kolonnvektorer med n st reella komponenter.

Om x € IR" och de n st komponenterna i vektorn x kallas x1, xo, ..., 2, sa ar alltsa
T
T2
X =
Tn

Man kan addera vektorer i IR™ och man kan multiplicera en vektor i IR"™ med en skalar
(dvs ett reellt tal). Om x € IR", y € IR" och a € IR sa géller per definition att

1 Y1 1+ T azxy
T2 Y2 T2 + Y2 T2 QT
xt+ty=| . |+ . | = ) och ax=a-| . |=
T, Yn Tn + Yn Tn ATnp
Om x € IR" sa &r x' en radvektor med samma komponenter som kolonnvektorn x, dvs
x! = (x1 z2 -+ @p).
x" brukar utldsas a-transponat.
Lat nu vq,...,vg vara k st givna vektorer i IR" , dvs v; € IR" for i =1,..., k.
Vektorn w € IR"™ sages vara en linjarkombination av dessa vektorer vi,...,vg
om det finns k st skaldrer (dvs reella tal) aq,...,ax sadana att

k
W =1Vl +" -+ 0V = E Q- V.
=1

Ibland skrivs skaldrerna i stéllet till hoger om (kolonn-)vektorerna, varvid
gangertecknet - utelamnas, dvs
k
wW=via]+ -+ Vo = Zviai.
i=1

Detta andrar inte betydelsen pa nagot satt, utan ar bara ett annat skrivsatt.



(Att det ofta &r naturligare att skriva skaldren «; till hdger om kolonnvektorn v; beror pa
att man da kan uppfatta kolonnvektorn som en nx1 matris och skaldren som en 1x1 matris.
Réknereglerna for matrismultiplikation BC (se nedan) forskriver att antalet kolonner i B
ska Gverensstdmma med antalet rader i C och det &r uppfyllt om B = v; ar nx 1 och
C = «; ar 1x1, dvs om skaldren «; star till héger om kolonnvektorn v;. Det ar ddremot
inte uppfyllt om B = «; &r 1x1 och C = v; ar nx1, dvs om skaldren «; star till vanster
om kolonnvektorn v;, varfor vi i detta fall anvinder gangertecknet - for att markera att det
inte ar fraga om matrismultiplikation. Gangertecknet - anvinds nédmligen normalt inte vid
matrismultiplikationer.)

Att kolonnvektorn w &r en linjarkombination av kolonnvektorerna vi,...,vy ar ekvivalent

med att radvektorn w' ar en linjirkombination av radvektorerna vlT, e ,VZ, dvs

k
T T T T
W =Q1Vvy +"'+06ka:§ a; Vv, .
=1

(Hir &r det naturligt att skriva skaldiren o; till vinster om radvektorn v]. Om skaliren
uppfattas som en 1x 1 matris och radvektorn som en 1 xn matris sa ar raknereglerna for
matrismultiplikation uppfyllda och vi behover inte anvénda gangertecknet.)

1.2 Multiplikation av radvektor och kolonnvektor (= skalidrprodukt)

Om x € IR" och y € IR" sa kan man multiplicera radvektorn x" med kolonnvektorn y.
Resultatet blir per definition det reella talet

Y1

T Y2 -

Xy = (.%'1 To - - $n) . = X1Y1 + T2Yy2 + -+ +TpYn = Z:ijj' (1'1)
: j=1
Yn

Eftersom resultatet blir en skaldr brukar x"y kallas for skaldrprodukten av x och y.
Man kan notera att ordningen pa x och y inte spelar nagon roll, dvs att y'x = x'y.
Vidare foljer ur definitionen att om #ven z € IR" sa ir x' (y +2z) = X'y + X'z och
(x+y)lz=x"z+y'z

Speciellt kan man skaldrmultiplicera en vektor x € IR™ med sig sjalv, varvid erhalls
n
x'x = a2 +a2i+ - 22 = Zl’? = |x|?,
=1

dar |x| betecknar (euklidiska) ldngden pa vektorn x.

Tva vektorer x € IR" och y € IR" siges vara ortogonala om x'y = 0, dvs om skalirprodukten
av X och y ar noll. Ibland sdger man wvinkelrdta i stallet for ortogonala, eftersom den geo-
metriska tolkningen i IR? och IR® &r att vinkeln mellan x och y &r 90 grader om x'y = 0.

Den enda vektor som ar ortogonal mot sig sjalv ar nollvektorn, ty

x'x=0 & m%—l—x%%—---—&—mi:() S ri=x9= - =2,=0 & x=0.



1.3 Matriser i IR™*"

Méangden IR™*"™ bestar av alla m xn matriser med reella element.
Om matrisen A € IR™*"™ sa &r alltsa

ail ai2 Aln

a1 a22 a2n
A= ,

aml Am2 - Omn

dar a;; € IR betecknar matriselementet i rad nr ¢ och kolonn nr j.

Man kan addera matriser av samma storlek och man kan multiplicera en matris med
en skalar. Om A € R™*" B € IR™*™ och a € IR sa géller per definition att

ap  cc Ay b1 - bin aip +bi1 0 a, +biy
A+B = : : + : : =
am1 - OGmn b1 -+ bmn Am1 +bm1 - Gmn + bin
ail e Aln aall e Qh1n

och oA = «- : : =

am1 ot Qmn Qm1 *+  Q0mn

1.4 Multiplikation av matris och kolonnvektor

Om A € R™*" och x € IR" sa kan man multiplicera A och x (i den ordningen).
Resultatet blir per definition féljande kolonnvektor Ax € IR™:

1
ail a2 -+ Gl . ailry + aigre + -+ aipy
2
a1 Qg2 -+ A2p ag1xr1 + axx2 + -+ apTp
Ax = . : : =1 . , . (1.2
Aml am2 - (mn T Am1T1 + Am2T2 + -+ + GmpTy
n

Om den i:te komponenten i kolonnvektorn Ax betecknas (Ax); sa géller alltsa att
n
(AX)Z = a;1x1 + apx2 + -+ + QinTy, = Z ;T j, fori=1,...,m. (13)
j=1

Denna matris-kolonnvektormultiplikation kan tolkas pa (atminstone) tva olika sétt.

Den foérsta tolkningen av Ax utgar fran kolonnerna i A.
Lat &; beteckna den j:te kolonnen i matrisen A, dvs

A=[a a - 4a,|, dir a;=| . | e R™



Ur (1.2) erhalls att

a11e1 A1nTn ail Q1n
42121 a2nTn a21 a2n,
Ax = ) + -+ . = I A T e o R
am1T1 AmnTn am1 Amn,
och eftersom hogerledet har ar ;21 + -+ + 4,7, sa kan man tolka (1.2) pa foljande sétt:
T
i) n
Ax = [él ay --- én] . = ajx1 tagxrg+ - +ape, = E ﬁjl‘j. (14)
: =
Tn

Kolonnvektorn Ax ar alltsd en linjirkombination av kolonnerna i matrisen A.

Den andra tolkningen av Ax utgar fran raderna i A.
Lat éz-T beteckna den i:te raden i matrisen A, dvs

=T
ay
=T
g

A= , dar E_l;r = (ail Qo -+ a,-n), dvs a; € IR"™.

p

Ur (1.3) erhalls da att

=T
(Ax); = a1 +apra+ -+ + aipxy, = a; X,

vilket betyder att den i:te komponenten i vektorn Ax &r skaldarprodukten av den i:te raden
i matrisen A och vektorn x. Man kan alltsa tolka (1.2) pa foljande sétt:

— =T
a) ajx

Ax = . X = ) . (1.5)
al alx

1.5 Multiplikation av radvektor och matris

Om A € R™ ™ och u € IR™ sa kan man multiplicera radvektorn u" = (u1 ua ... uy) och
matrisen A (i den ordningen). Resultatet blir en radvektor u' A med n st komponenter.
Om den j:te komponenten i denna radvektor betecknas (u" A); sa giller per definition att

m
(UTA)j = w101j + u2a2; + - F+ UnGmj; = Zuiaij, for j=1,...,n. (16)
=1

Aven denna radvektor-matrismultiplikation kan tolkas pa (dtminstone) tva olika sétt.
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Den forsta tolkningen av u' A utgar fran kolonnerna i A.
Lat &; beteckna den j:te kolonnen i A. Ur (1.6) erhalls da att

(uTA)j = uia1j + uga2; + - F UnGmy; = quij, (17)

vilket betyder att den j:te komponenten i radvektorn u' A #r skalirprodukten av vektorn u
och den j:te kolonnen i matrisen A. Man kan alltsa tolka (1.6) pa foljande sétt:

WA =u'[a & 4, =(ua u'a - u'a,). (1.8)

Den andra tolkningen av u' A utgar fran raderna i A.

Lat a] beteckna den i:te raden i A. Ur (1.6) erhalls d& att
WA = wa] +updy + -+ + updy,

sa att (1.6) kan tolkas pa foljande sétt:
m
u'A = (up w2 ... Up) = ulﬁI +u25§ + ... —I—Umﬁjn = Zuiéj. (1.9)
i=1

Radvektorn uT A &r alltsa en linjirkombination av raderna i matrisen A.

1.6 Multiplikation av radvektor, matris och kolonnvektor

I detta avsnitt skall visas att om A € IR™ " u € IR™ och x € IR" s4 #r (u' A)x = u' (Ax).
Genom att i tur och ordning anvéanda (1.8), (1.1) och (1.4) sa erhalls att

I
T Ta Ta TaA Z2 ~ T, T
(WA)x = (u'a; ua ---u'a,) : :Zu ajr; = u (Ax).
j=1
T,

Alternativt kan man i tur och ordning anvénda (1.5), (1.1) och (1.9):

T

a;x
T =R ~ T T
u (Ax) = (ug ug - Up) ] = Zuiaix = (u'A)x.
: i=1
5;9(

Man kan alltsa utan risk for tvetydighet skriva u' Ax.

Av ovanstaende foljer ocksa att skaliren u' Ax kan skrivas som dubbelsumman

uTAx = izn:uiaijxj . (1.10)

i=1 j=1



1.7 Multiplikation av kolonnvektor och radvektor

Om b € IR™ och ¢ € IR" sa kan man multiplicera kolonnvektorn b och radvektorn ¢’

(i den ordningen). Resultatet blir per definition foljande matris beT € IR™*™:

by [ bicr bz o biey ]
by boct  bocy - bacy,

be' = e o) = ' ) ) . (1.11)
b L bncr bmeca -+ bpey, 1

T

I denna matris be' ér varje rad en multipel av vektorn ¢', medan varje kolonn &r en multipel

av vektorn b, ty enligt (1.11) &r

blcT i

bc' = . och bc' = [bcl bey - bcn].

1.8 Multiplikation av tva matriser

Om B € IR™** och C € IR**™ s kan man multiplicera B och C (i den ordningen).
Resultatet blir en m xn-matris BC € IR™*". Om (BC);; betecknar elementet i den
i:te raden och j:te kolonnen i matrisen BC sa géller per definition att

k
(BC)ij = > bicyj, fori=1,...,mochj=1,...,n. (1.12)
(=1

Denna matris-matrismultiplikation kan tolkas pa (atminstone) fyra olika sitt.

Den forsta tolkningen utgar fran de enskilda elementen i matrisen BC. Eftersom hogerledet
i (1;12) ar produkten av den i:te raden i B och den j:te kolonnen i C, dvs skalarprodukten
av b; € IR och ¢ € IR, s3 kan BC skrivas

[ bl ] [blé; bjéy -+ ble, ]
b} bjé; bléex -+ ble,
BC = . [ ¢ & - &, ] = ) ) ) . (1.13)
| b} ] | blé blés - blé, |

Den andra tolkningen utgar fran kolonnerna i BC. Genom att jamfora en godtycklig
kolonn i hogerledet i (1.13) med hogerledet i (1.5) sa inses att den j:te kolonnen i matrisen
BC &r produkten av matrisen B och den j:te kolonnen i C, dvs

BC =B[é& & -+ & | = [Bé Bé -+ Be,]. (1.14)



Den tredje tolkningen utgar fran raderna i BC. Genom att jamfoéra en godtycklig rad
i hogerledet i (1.13) med hogerledet i (1.8) sa inses att den i:te raden i matrisen BC &ar
produkten av den i:te raden i B och matrisen C, dvs

b/ b/C
bJ blC

BC=| = |C= . (1.15)
bl b! C

Den fjarde tolkningen bygger pa att produkten av den £:te kolonnen i B och den £:te raden
i C enligt (1.11) ges av foljande matris:

bie [ biecor  brecer - biece
bay baecor  bogcer -+ bagcen
coT
b,ic, = | (e co2 o o) =
bime | bmecer  bmecez -+ becen |

Om (Bgé})ij betecknar elementet i den i:te raden och j:te kolonnen i denna matris Bgé} sa,

k
ir alltsi (bye] )ij = biecyj, vilket medfor att (1.12) kan skrivas (BC)y; = » _(bee] ).
(=1
k
Eftersom detta galler for varje rad ¢ och kolonn j sa ar BC = Z bgégT.
=1

Den fjarde tolkningen av produkten BC kan darmed uttryckas pa foljande vis:

- T

br]| . — bic] +botl + - + byc) . (1.16)

1.9 Multiplikation av tre matriser

Om A € R™*P B € IRP*? och C € IR?”*"™ sa kan man enligt ovan multiplicera dels A och B,
dels B och C. Till resultat erhalls matriserna AB € IR™*? respektive BC € IRP*™.

Men det betyder att man i sin tur kan multiplicera dels AB och C, dels A och BC.

Till resultat erhalls da matriserna (AB)C € IR™*" respektive A(BC) € R™*™.

Har ska nu visas att matrismultiplikation ar associativ, dvs att

(AB)C = A(BC). (1.17)



Med hjélp av (1.15) och den hogra likheten i (1.13) erhalls att

[ a/B ]| [a/Bé; ajBé; --- aBe, |
alB alBeé; alBe, --- alBe,
(AB)C = _ [é1 & - & ] =
=T sTRa sTRA =T RaA
| a,B | | a,,B¢; a,Bc; -+ a;Bé¢, |

Med hjélp av (1.14) och den hogra likheten i (1.13) erhalls pa motsvarande sétt att

T 5T " sTRa, aTRe =Tpa 1
a; a;Bé; a;Bée; --- a;Bg,
a) alBé, alBé, --- ajBe,
ABC) = | _ |[Bé Bé --- Bg,| =
| al | | a'Bé; alBeé, - a)Beé,

Som synes ar de bagge hogerleden ovan identiska.
Man kan alltsa utan risk for tvetydighet skriva ABC.

1.10 Transponering av matriser

Att transponera matrisen A innebér att man later rader och kolonner byta plats med varann.
Om A &ar en m xn-matris med elementet a;; i rad nr ¢ och kolonn nr j, sa dr darmed den
transponerade matrisen AT en n xm-matris med elementet ai;j i kolonn nr i och rad nr j.

Om
a1l a1z o Qlp al
a1 G2 - Q2p ag
A= : : : = (& & a4 ] = : '
Aml1 Am2 - Amnp 5;

sa ar alltsa

_ - - AT -
ailp a1 - Gml a
AT
a2 G2 - Am2 a,
T _ _ _
A = = = [al as am}
AT
| Q1n A2n " Omn L ap

Den j:te kolonnen &; i A har alltsa transponerats och blivit den j:te raden éJT iAT,
medan den 7:te raden éiT i A har transponerats och blivit den i:te kolonnen a; i AT.

Man kan notera att om man transponerar en matris tva ganger sa far man tillbaka
den ursprungliga matrisen, dvs (AT)T = A.



Om B € R™** och C € IRF*" sa kan man multiplicera B och C, varvid BC € IR™*™.
For de transponerade matriserna giller da att CT € IR"*¥ och BT € IR**™ vilket
betyder att man kan multiplicera CT och BT, varvid CTBT € R™*™,

Eftersom I
b;
by
B= . och C:[él 62 én},
| by, |
sa ar _ -
&l
&)
BT:[Bl ]Z_)Q Bm] och CT:
| &
Déarmed ar
[ el ] [ &by &b &{ by, ]
&l &Th1 &by &by,
C'BT = |  |[Biby - bn] = ,
e | | &'b1 &by elby, |
medan
i B-lr i _Blcl l_)-lrég b-lrén
bJ blé; blés ble,
BC = [61 Co én] =
| by | blé blé bl&, |
Fran detta ser man att
(BC)' =C'BT, (1.18)

som sager oss att transponatet av tva matrisers produkt ar lika med produkten av matrisernas
transponat fast i omvénd ordning!

Detta kan generaliseras till flera matriser. Antag att A € IR™*P, B € IRP*? och C € IR?*™.
Da &r produkten ABC enligt tidigare vildefinierad och lika med A(BC).
Upprepad anviandning av (1.18) ger da att

(ABC)" = (A(BC))" = (BC)TAT = (C"TBT)AT =C"BTAT, (1.19)
sa aven for tre matriser géller att transponatet av matrisernas produkt &r lika med produkten

av matrisernas transponat fast i omviand ordning. Resonemanget kan enkelt upprepas for
produkten av fyra matriser, och sedan fem matriser, etc.



Antag speciellt att A € IR™*™, u € IR"™ och x € IR". Da géller enligt (1.18) att
(Ax)T =xTAT och (u"A)T = ATy, (1.20)

ty x € IR™ kan uppfatts som en n x 1-matris och u € IR™ som en m x l-matris.

Vidare géller enligt (1.19) att
(u"Ax)T =x"TATu (1.21)

Men u' Ax #r en 1x 1-matris, dvs en skalir, som inte paverkas av transponering.
Dirfor 4r (u' Ax)T = uT Ax, vilket tillsammans med (1.21) ger att

u'Ax =x"Alu, (1.22)

som innebér att skalarprodukten av vektorerna u och Ax alltid ar lika med skaldrprodukten
av vektorerna x och ATu.
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2 Partitionerade matriser, aven kallade blockmatriser

Vi inleder med ett exempel.

Givet foljande fyra matriser T € IRP*Y, U € IRP*®, V € IR"*? och W € IR"**:

t11 - tig Ul v Uls vi1 -t Vg w1y - Wis
T = , U= , V.= , W=

tpl e tpq upl [ ups Upl - U'I’q Wpl -+ Wrg

Observera att T har lika manga rader som U, att V har lika manga rader som W,
att T har lika manga kolonner som V, och att U har lika manga kolonner som W.

Da kan man bilda féljande matris A med p + r st rader och ¢ + s st kolonner:

tir -+ tig uir - uls
t 1 e t Upl -+ Ups
A = P Pra P P
vl ot Vg W11t Wis
L Url " Upg Wr1 - Wrs |

Den naturliga beteckningen pa denna matris ar

A:
vV W

ol

Hér startade vi med fyra matriser och byggde med hjalp av dessa upp en storre matris.
Omvént kan man forstas starta med en “stor” matris och dela upp den i mindre matriser:

Givet en matris A med m st rader och n st kolonner, lat mq, msa, nq och ng
vara positiva heltal sadana att mq + mo = m och ny + ng = n.
Infor sedan de fyra matriserna A1, A1s, Aoy och Ay enligt foljande:

Lat Ay besta av elementen i de forsta my raderna och de férsta ny kolonnerna i A.
Lat Aq9 besta av elementen i de forsta mq raderna och de sista no kolonnerna i A.
Lat Aoy besta av elementen i de sista mo raderna och de férsta n; kolonnerna i A.
Lat Ago besta av elementen i de sista mo raderna och de sista ny kolonnerna i A.

D& kan A med beteckning i enlighet med ovan skrivas

A Ap
A = .
Ao Ay

Man séger att A ar en partitionerad (uppdelad) matris, eftersom A &r uppdelad i delmatriser.
Alternativt sdger man att A &r en blockmatris bestaende av blocken A11, A1a, Aoy och Aogs.
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En partitionerad matris (blockmatris) behover inte vara uppdelade i just fyra delar (block).
Allmént ser en partitionerad matris ut pa féljande séatt, dar M och N ar givna positiva heltal:

F A A - Ay ]
Ay Ay - Aoy
A =
LAM1T A2 -0 Ann ]
Hér maste alla delmatriser A;; med gemensamt forstaindex i, exempelvis Ag1, Ao, -+, Agy,
ha lika manga rader. Vidare maste alla delmatriser A;; med gemensamt andraindex j,
exempelvis Ajo, Agg, -+, Apre, ha lika manga kolonner.

Att partitionera matriser ar ofta mycket anvandbart for att fa 6verblick och insikt om vad som
egentligen pagar vid matriskalkyler. Vi kommer att se manga exempel pa det langre fram.
Hér ska nu ndrmast hérledas nagra grundlaggande rakneregler for partitionerade matriser,
speciellt matrismultiplikation.

2.1 Produkten av en 2x1 blockmatris och en 1x2 blockmatris

Antag att B € IR™** och C € IRF*", s att produkten BC #r definierad.
Antag vidare att B och C &ar partitionerade enligt

b]

och C:[él éq éq+1 én]:[Cl CQ},

dar

Med hjélp av (1.15) erhalls da att

B, C
BC

(2.1)

B.C




Med hjilp av (1.14) erhalls i stéllet att
BC = B[C; C;] = [Bg --- B¢ Béyy1 -+ Bg, | = [BC; BCy |,
samt att
B [C) C;] = [Bié1 -+ Bigg Biégq1 --- Bi&, | = [BiCi B1Cy |,
By [C1 Cy| = [Baé -+ Bagg Balgqr -+ Baéy | = [B2Ci ByCs .
Genom att kombinera raknereglerna (2.1), (2.3) och (2.4) erhalls ddrmed att
B.C

B; [C; Cq] B:C; B1Cy

BC =

B,C B, [C; C,] B,C; B,C,

Alltsa: Om antalet kolonner i saval By som By Overensstammer med
antalet rader i saval C; som Cs sa ar

B, B,C; B:C;

[C1 ] =

B> B,C; B3C

2.2 Produkten av en 1x2 blockmatris och en 2x1 blockmatris

Antag nu att G € IR™** och H € IRF*", sa att produkten GH &r definierad.
Antag vidare att G och H ar partitionerade enligt

. A . h) H,
G:[gl"'ge gz+1'--gk]=[G1 Gg] och H= _ =

(2.2)

(2.5)

hT 0T
hy hy

Gi=[8& 8], Go=[8u1 - 8], Hi=|: och Hy =

h] h]

Med hjélp av (1.16) erhalls da att

GH = gh{ + - +g&h] + gepih/ 4+ - +8h) = G H; +GyH,.
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Alltsa: Om antalet rader i G; = antalet rader i Go,
antalet kolonner i H; = antalet kolonner i Ho,
antalet kolonner i G; = antalet rader i Hy; och
antalet kolonner i Go = antalet rader i Ho, sa ar

o el

= G1H; + GoH,. (26)
H,

2.3 Produkten av en 2x2 blockmatris och en 2x2 blockmatris

Antag nu att
B11 B12 Cll Cl2

B = och C =

B21 B22 C21 022

dir B;; € R™>*%i och C;; € IR¥>*" for i € {1,2} och j € {1,2}, s& att
B € R"™** och C € RF*", dir m = mi+msa, n =ni+ns och k= ki +ko.

Nu ska hérledas en rakneregel for produkten BC.

) Bn Bi2
LatG1: ,GQZ ,le[Cu Clg} och HQZ[Cgl CQQ].
Bo B2
H;
Daar B = [ G; Gy ] och C= , varvid rékneregeln (2.6) ger att
H,
B Bio
BC = GiH; + GoHy, = [CH Cio ] + [021 Coo ] . (2.7)
By B

Tillampning av rakneregeln (2.5) pa hogerledet i (2.7) ger att
B11Ci1 B1uiCyo B12Co1 Bi12Ca

BC = +

B21Ci1 B21Cyo B22Co1 B22Co2

Alltsa: Forutsatt att blocken B;; och C;; har dimensioner enligt ovan sa &r

Bi1 B2 Cii Ci2 B11C11 +B12C21 B11Ci2 + B12Ca

(2.8)

By Ba Co1 Ca B21Ci1 +B22Ca1 B21Ci2 + B22Cos

Om man jamfor (2.8) med multiplikationsregeln for “vanliga” 2 x 2 matriser sa ser man
att blockmatriser kan multipliceras med varann genom att helt enkelt behandla blocken som
element vid vanlig matrismultiplikation. Detta forutsatter dock att dimensionerna pa blocken
ar sadana att de inblandade blockmultiplikationerna och blockadditionerna ar definierade.
Denna viktiga rakneregel géller dven for mer generella blockmatriser &n 2 x 2 blockmatriser.
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2.4 Transponering av blockmatriser

Antag att A ar foljande 2 x 2 blockmatris:

T U
vV W

t11

tp1

V11

Ur1

Uil

Wrs

Om man hér transponerar A, dvs byter plats pa rader och kolonner, sa erhalls

t11 tp
AT _ | T tpq
u11 Up1
L Uls Ups
vilket betyder att
-
Al = T v =
VvV W

V11 Url
V1q Urq
w11 Wy
Wis Wrs |
T VT
Ul w't

Observera att blocken U och V byter plats och att samtliga block transponeras.

Allmént géller att om

[ A
Ay

Aqs
A

sa ar

LAyt Ao

AT T
All A21
T T

A12 A22
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3 Baser och inverser

3.1 Linjart beroende resp linjart oberoende vektorer i IR™

Lat aj,...,a, vara n st givna vektorer i IR™ (dvs a; € R™ for i =1,...,n).
Dessa vektorer siges vara linjdrt beroende om det finns n st (reella) tal
r1,...,T, som inte alla ar 0, sadana att

airy + - +apr, =0,

dar 0 = (0,...,0)T € R™.

Om déremot den enda méjligheten att uppfylla (3.1) &r att sitta
xr1 =---=x, =0 sa siges vektorerna ay,...,a, vara linjart oberoende.

Lat A vara en m xn matris med de givna vektorerna ay, ..., a, till kolonner,
dvs A = [ a; --- ay ] , och betrakta féljande homogena ekvationssystem i
variabelvektorn x = (x1,...,1,)’ € R":

Ax =0.

Eftersom (3.2) bara &r ett alternativt sétt att skriva (3.1) pa, sa kan ovanstaende
definitioner ekvivalent uttryckas s& hér:

Kolonnerna till matrisen A ar linjart oberoende om det homogena systemet (3.2)
endast har 16sningen x = 0.

Om det daremot finns minst en 16sning x # 0 till det homogena systemet (3.2)
sa ar kolonnerna till A linjart beroende.

Betrakta nu foljande ekvationssystem, dar b € IR™ ar en given hogerledsvektor.

Ax =Db.

(3.2)

(3.3)

Om kolonnerna i A &r linjart oberoende sa har detta ekvationssystem hdgst en 16sning x.

Antag namligen att bade x och y &r 16sningar till (3.3) och sétt z = x —y.
Da ér Az=A(x—y) =Ax— Ay = b — b =0, vilket betyder att z &r en 16sning

till det homogena systemet (3.2). Men eftersom kolonnerna i A &r linjart oberoende

sa ar darmed z = 0, vilket betyder att x = y.

Notera att det faktum att kolonnerna i A ar linjart oberoende inte garanterar att det finns
nagon losning x till ekvationssystemet (3.3). Men om det finns nagon 16sning sa adr den unik.

Om kolonnerna ay,...,a, i mxn matrisen A &r linjart oberoende sa maste n < m,
ty om n > m sa har ekvationssystemet (3.2) fler obekanta &n ekvationer, och sadana

“liggande” homogena ekvationssystem har alltid odndligt manga I6sningar.
(Se exempelvis avsnitt 1.4 i Petermanns bok Linjir geometri och algebra.)
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3.2 Uppspannande vektorer i R™

Lat som ovan ay,...,a, vara n st givna vektorer i IR™.

Dessa vektorer sages spanna upp IR™ om varje vektor b € IR™ kan skrivas som en
linjarkombination av dessa vektorer, dvs om det for varje vektor b € IR™ finns

n st tal x1,...,2r, saddana att

ajry +---+a,r, =b. (3.4)
Lat A vara en m xn matris med de givna vektorerna ay, ..., a, till kolonner,
dvs A = [ a; - ay ] , och betrakta foljande linjara ekvationssystem i
variabelvektorn x = (x1,...,1,)’ € R":
Ax =b. (3.5)

Eftersom (3.5) bara ar ett alternativt sitt att skriva (3.4) pa, sa kan ovanstaende
definition ekvivalent uttryckas sa hér:

Kolonnerna till matrisen A spénner upp IR™ om (och endast om) det for varje val
av hogerledsvektor b € IR™ géller att ekvationssystemet (3.5) har minst en 10sning.

Om kolonnerna ai,...,a, i mxn matrisen A spanner upp IR™ sa maste n > m,

ty om n < m sa har ekvationssystemet (3.5) fler ekvationer &n obekanta, och sadana
“staende” ekvationssystem saknar 10sning for vissa hogerledsvektorer b.

(Se exempelvis avsnitt 1.4 i Petermanns bok Linjir geometri och algebra.)

3.3 Baser till R™

Lat som ovan aq,...,a, vara n st givna vektorer i IR™.

Dessa vektorer sages utgora en bas till IR™ om de ar linjart oberoende och spanner upp IR™.
Man kan direkt konstatera att om aq,...,a, utgér en bas till IR™ sa &r n = m,

ty enligt ovan géller att om ay,...,a, spanner upp IR™ sa maste n > m,

och om ay,...,a, ar linjart oberoende sa maste n < m.

Varje bas till IR™ bestar alltsa av exakt m st basvektorer.
Fortséattningsvis i detta avsnitt forutsatter vi darfor att n = m.

Lat A vara en m xm matris med de givna vektorerna ay, ..., a,, till kolonner,
dvs A = [ a; -+ any ] , lat b € IR™ vara en given hogerledsvektor och betrakta
foljande ekvationssystem i variabelvektorn x = (21,...,2,)" € R™:

Ax =b. (3.6)

Antag att kolonnerna i A utgor en bas till IR™.

Da spéanner de upp IR™, vilket innebér att systemet (3.6) har minst en 16sning x.
Vidare ar de linjart oberoende, vilket innebér att systemet (3.6) har hégst en 16sning.
Slutsatsen blir att om kolonnerna i A utgor en bas till IR™ sa géller, for varje val av
hogerledsvektor b € IR™, att ekvationssystemet (3.6) har exakt en 16sning x € IR™.
Detta &ar i sin tur ekvivalent med att varje vektor b € IR™ pa ett unikt sétt kan
skrivas som en linjarkombination av basvektorerna ai,...,a,,, dvs

ayry + -+ apT; = b,
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dar de reella talen xi,...,x,, &ar unikt bestdmda av ay,...,a,, och b.
Dessa tal z1,...,x,, brukar kallas koordinaterna fér b i basen aq,...,a,,.

Omvént géller att om det kvadratiska systemet (3.6) for varje val av hogerledsvektor
b € IR™ har exakt en 16sning x € IR™ sa utgor kolonnerna i A en bas till IR™,

ty att kolonnerna spanner upp IR™ foljer av att (3.6) har 16sning for varje b € IR™,
och att kolonnerna &r linjart oberoende foljer av att losningen ar unik aven for
hogerledsvektorn b = 0, sa att endast x = 0 uppfyller Ax = 0.

3.4 Viktigt samband mellan kolonner och rader for en kvadratisk matris

For en kvadratisk matris A € IR™*™ &r foljande sex egenskaper ekvivalenta
om en av dem géller sa géller alla):

—

Kolonnerna i A ar linjart oberoende.
Kolonnerna i A spanner upp IR™.
Kolonnerna i A utgér en bas till IR™.
Kolonnerna i AT &r linjért oberoende.
Kolonnerna i AT spanner upp IR™.
Kolonnerna i AT utgor en bas till IR™.

STk W=

Hér ska bevisas att 1 = 2 = 4 = 5 = 1, vilket medfér att 1 & 2 < 4 < 5.
Daérefter foljer fran definitionen av en bas att var och en av dessa fyra egenskaper ar
ekvivalent med var och en av de bada egenskaperna 3 och 6.

1= 2:

Antag att kolonnerna ai,...,a,, i A ar linjart oberoende, och tag en godtycklig
vektor b € IR™. Vi ska visa att b ar en linjarkombination av dessa kolonner.
Betrakta vektorerna ai, ..., a,,b. Eftersom detta ar m + 1 st vektorer i IR"™ sa &r
de linjart beroende. Alltsa finns det m + 1 st tal z1, ..., z,,, z, som inte alla ar 0,
sadana att ajx1 +--- + apx, + bz = 0.

Om hér z = 0 sa maste dven alla z; = 0 eftersom ay,...,a,, ar linjart oberoende,
och detta strider mot att minst ett av talen z1,...,xm,,2 ar # 0.

Alltsa &r z # 0, varvid division med z ger att b = aj(—x1/z) + -+ - + ap(—zn/2),
vilket visar att b ar en linjarkombination av kolonnerna ai, ..., a,,.

2 = 4:

Antag att kolonnerna i A spanner upp IR™, och tag en godtycklig vektor u € IR™ som
uppfyller att u # 0. Vi ska visa att ATu # 0. (Detta visar att den enda l&sningen till
ATy =0 ir y = 0, vilket r just definitionen av att kolonnerna i AT &r linjért oberoende.)
Eftersom kolonnerna i A spanner upp IR™ finns ett x € IR™ sadant att Ax = u.

Men da uppfyller detta x dven u' Ax = u'u (som erhallits genom att multiplicera

bada leden fran vinster med u'), dvs x' ATu = |u|? > 0, vilket visar att ATu # 0.

4 = 5 bevisas genom att helt enkelt byta plats pa A och AT i beviset av 1 = 2 ovan.

5 = 1 bevisas genom att helt enkelt byta plats pa A och AT i beviset av 2 = 4 ovan.
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3.5 Inversa matrisen A™!

Lat A € IR™*™ vara en kvadratisk matris och lat I beteckna m xm enhetsmatrisen.

Om det finns en matris G € IR™*"™ sadan att AG =1 och GA =1
sa siges G vara den inversa matrisen (eller kortare bara inversen) till A.
Beteckningen for detta #ir G = A~!. Man har alltsa att

AA' =T och A7'A=1 (3.7)

Det ar latt att visa att om A har en invers A~! s& ar denna unik.
Om namligen AG=1, GA =1, AH=1 och HA =1, sa maste G = H, ty
AG=1 = HAG)=HI = (HA)G=H = IG=H = G=H.

Hér ska nu visas att A har en invers matris om och endast om A har nagon
(och dérmed samtliga!) av de sex egenskaperna i féregaende avsnitt.

Antag forst att A € IR™*™ har de sex egenskaperna i foregaende avsnitt.

Lat ey, ..., e, beteckna de m st kolonnerna i enhetsmatrisen, sa att I = [ el - e, ]
Eftersom kolonnerna i A utgor en bas till IR™ sa finns det, for varje i, en unik vektor y; € IR™
sadan att Ay; = e;. Lat Y vara en m xm matris med dessa vektorer y; till kolonner, dvs
Y = [yl ym]. Da ar alltsa AY =1.

Eftersom &ven kolonnerna i AT utgor en bas till IR™ sa finns det, for varje i, en unik vektor
z; € IR™ sadan att ATz; = e;. Lat Z vara en mxm matris med dessa vektorer z; till kolonner,
dvs Z = [ Z1 v Zm ] D4 &r alltsa ATZ =1, vilket &r ekvivalent med att ZTA =1.

Det visar sig nu att ZT =Y, vilket kan visas pa foljande sitt:

Utga fran AY = I och multiplicera bigge leden fran vinster med ZT.

D4 erhalls att ZTAY = ZT. Men eftersom ZTA =1 sa erhalls darmed att Y = Z7.
Matrisen Y uppfyller alltsa bade AY =1 och YA =1, vilket per definition

innebér att Y = A™L.

Antag nu omvint att A € JR™*™ har en invers A~! som alltsa uppfyller (3.7).
Lat b € IR™ vara en godtycklig hogerledsvektor och betrakta ekvationssystemet

Ax =b. (3.8)

Om vektorn x € IR™ &r en l6sning till detta ekvationssystem sa maste x dven uppfylla
A"'Ax = A7'b, dvs x = A"'b (eftersom A'A =T).

Men a andra sidan uppfyller detta unika x verkligen ekvationssystemet (3.8), ty

Ax = AA'b=b (eftersom AA™! =T1).

Alltsa har systemet (3.8), for varje hogerledsvektor b € IR™, en unik 16sning x.

Detta innebér att kolonnerna i matrisen A utgor en bas till IR™.

Dérmed har A en (och dirmed samtliga) av de sex egenskaperna i foregaende avsnitt.

Avslutningsvis kan man notera att matrisen Z ovan uppfyller bade ATZ =1 och ZAT =1
(ty YTAT =T och YT = Z), vilket innebér att Z #r inversen till AT, dvs Z = (AT)~1.
Men Z =YT = (A™1)T, s vi far den viktiga rikneregeln

(AT = (A HT. (3.9)
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3.6 For kvadratiska matriser galler ekvivalensen AG=1 & GA =1

Lat A € IR™*™ vara en given kvadratisk matris. Enligt ovan &r den kvadratiska
matrisen G € IR™*™ inversen till A om bade AG =1 och GA =1.

Det visar sig dock att man bara behover krava ett av dessa bagge samband,

ty om ett av dem ar uppfyllt sa ar dven det andra det!

Antag till att borja med att GA =L

D& har A linjart oberoende kolonner, ty vi har att Ax =0 = GAx =G0 =

= Ix=0 = x =0, vilket visar att den enda l6sningen till Ax =0 ar x = 0.
Dirmed har A en av de sex egenskaperna ovan, vilket medfér att A har en invers A~L.
Multiplikation fran hoger med denna invers ger att GA =1 = GAA™! =IA"! =
= G = A7!, vilket visar att G #r inversen till A. Dirmed giller iven AG = 1.

Antag nu i stillet att AG = I, vilket &r ekvivalent med att GTAT =1.

D4 har AT linjért oberoende kolonner, ty vi har att Alu=0 = GTATu=G'0 =
= Iu=0 = u=0, vilket visar att den enda 16sningen till ATu =0 &r u = 0.
Dérmed har A en av de sex egenskaperna ovan, vilket medfér att A har en invers A~L.
Multiplikation fran vinster med denna invers ger att AG =1 = A 'AG =A"'1 =
= G = A7!, vilket visar att G r inversen till A. Dirmed giller iven GA = 1.

Vi kan nu komplettera listan av ekvivalenta egenskaper for en kvadratisk matris enligt
foljande:

For en kvadratisk matris A € IR™*™ &r féljande nio egenskaper ekvivalenta
om en av dem géller sa géller alla):

—

Kolonnerna i A ar linjart oberoende.

Kolonnerna i A spanner upp IR™.

Kolonnerna i A utgér en bas till IR™.

Kolonnerna i AT &r linjért oberoende.

Kolonnerna i AT spanner upp IR™.

Kolonnerna i AT utgor en bas till IR™.

Det finns en matris G € IR™*™ sadan att AG =L
Det finns en matris G € IR™*™ sadan att GA =1.
A ir inverterbar, dvs har en invers A~

©XAPOA W

Det finns en tionde egenskap som ocksa ar ekvivalent med var och en av ovanstaende nio.
Vi har dnnu inte tagit upp den, men namner den hér for fullstdndighets skull.

10. Determinanten for matrisen A ar # 0.

En kvadratisk matris A som har en av dessa egenskaper (och darmed samtliga) séges vara
icke-singular.
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