Losningar till 5B1762 Optimeringslara for T, 20/5-06

Uppgift 1.(a)
Infor foljande variabler:

x1 = antal enheter av produkt A som tillverkas per dag.
x9 = antal enheter av produkt B som tillverkas per dag.
x3 = antal enheter av produkt C som tillverkas per dag.

Téackningsbidraget per dag ges da av 12x1 + 9xo + 8x3.

1 . Z9 N T3 _
2000 © 1600 ~ 1100 —
I i) I3
<
1000 + 1500 + 2400 —

8.

Kapacitetsbegransningen i stansavdelningen kan skrivas

Kapacitetsbegransningen i pressavdelningen kan skrivas 8.

Det ger oss foljande problemformulering:

maximera 12xq + 929 + 8x3
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x1 >0, 29 >0, z3 > 0.

da

8,

8,

Uppgift 1.(b)

Svarande mot den givna tillatna baslosningen far vi féljande simplexmultiplikatorer
u; och vj, beréknade mha relationen c¢;; = u; — v; for basvariabler samt vy = 0.

¢ij | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | u;
lev 1 16 25 36 47
lev 2 25 36 | 36
lev 3 25 | 25
lev 4 16 | 16

vj 31 22 11 0

Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utraknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

r;j | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | u;
lev 1 2 | 47
lev 2 4 2 36
lev 3 10 6 2 25
lev 4 16 10 4 16

vj 31 22 11 0

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den foreslagna baslosningen optimal.



Uppgift 2.(a)
Vi har hér ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,

. (43210 (5 -
darA—[O 1 2 3 4], b—<3)ochc =(4,4,2,4,4).

Den givna startlosningen ska ha basvariablerna x; och x5, vilket innebéar att
B =(1,5) och 6 = (2,3,4).
4 0

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ 0 4

}, medan A(;:[S 2 1].

1 2 3

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(4 0] (b1 (5 - - (b1 _ (125
dvs 0 4 <52> = <3), med l6sningen b = <l_)2> = <0'75>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

[4 0] Yy 4 .. (Y1 1
dvs 0 4 <y2> —<4>,medlosnmgen y = <y2> = <1)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

3 2 1
J=cfyTas=az -0} ) L] =020

Eftersom rs, = r3 = —2 &ar minst, och < 0, ska vi lata z3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

4 0 @13_2 __EL13_0.5
dvs [0 4} <&23> = <2),med l6sningen a3 = (&23) = (0.5>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av
bi 1.25 0.75 0.75 by
"M = min ¢ — | a;3 > 0 p = mi = =—.
m}n{aig | s } mm{ 05 05 } 05  as

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x5 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x3.

Nu ar alltsa 8 = (1,3) och § = (2,5,4).

4 2

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 0 2

}, medan Agz[?) 0 1].

1 4 3

Basvariablernas virden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

4 27 (b1 (5 = (b (05
dvs [O 2} <l_72> = <3), med l6sningen b = <l_)2> = <1‘5>.



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

4 0 Y1 o 4 . . o Y1 o 1
dvs {2 2} <y2> = <2>, med losningen y = <y2> = <0>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

3 01
rgzcg_yTAl;:(Zla474)_(170)[1 4 3]:(17473)

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.
Darmed ar punkten x1 = 0.5, xo =0, x3 = 1.5, x4 = 0, x5 = 0 optimal.

T

Optimalvardet ar ¢'x = 5.

Uppgift 2.(b)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =Db,
x>0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < ¢, som utskrivet blir:

maximera bHy; + 3y

dfoi 4y1 S 4,
3y + oy < 4,

21 + 2y2 <2,

yi + 3y2 < 4,

4y < 4.

Det ar valkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (1, 0)7.
Man kontrollerar snabbt att detta &ar en tillaten 16sning till det duala problemet ovan.
Vidare &r duala malfunktionsvirdet b'y = 5y; + 3y = 5 — 0 = 5 = optimalvirdet
for det primala problemet i (a)-uppgiften.



Uppgift 3.(a)

Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjéra likhetsbivillkor pa formen

minimera % x"Hx + c'x

da Ax=Db,
100 -1
dir H=]10 1 0|, c=| —1 ,A:[i (1) g]och bz(?).
0 01 -1

Matrisen H = I ar positivt definit, sa vi har ett konvext QP-problem.
Optimalitetsvillkoren ges da av. Hx — ATu = —c och Ax =b.
Eftersom H = I sa ger de forsta ekvationerna att x = ATu — ¢,

som insatt i Ax = b ger ekvationssystemet AATu=Db+ Ac,

2 1 ur\ 1 . . (a1 1
dvs [1 2} <u2> = (_1), med IGsningen G = <&2) = (_1).

0 -1 1
Optimala l6sningen X ges sedan av ¥ = ATt —c = 1]—-1-1]=1]2
-1 -1 0

Uppgift 3.(b)

Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjéra olikhetsbivillkor pa formen

minimera % xTHx + ¢'x

da Ax>Db,
1 00 -1
dir H=]10 1 0|, c=1[ —1 ,A:[i (1) ?]och bz(?).
0 01 -1

I den givna startpunkten X = (1, 2, 0)7 &r bégge bivillkoret uppfyllda med likhet.
Dérfor startar vi med a = (1,2) och + tom.

0 11 0 11
Daar HX+c = 1 ]och A, = ,och ddirmed AT =11 0
1 1 01 01

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX +c = Ald med @ = (1, —1)T, sa vi gar till Steg 2.
Hér konstateras att 12 < 0 (och minst), varfor ap = 2 flyttas 6ver till y-vektorn.
Sedan gar vi till Steg 3 med o= (1), y=(2) och A, =[1 1 0].

I Steg 3 ska vi minimera % d"Hd + (Hx +¢)"d under bivillkoret A,d = 0,
Optimalitetsvillkoren for detta konvexa QP-problem med likhetsbivillkor ges av

Hd - Alu=—-(Hx+c) och A,d=0.



Eftersom H = I sa ger de forsta ekvationerna att d = Alu — (HX +c) ,
som insatt i A,d = 0 ger ekvationssystemet A ,Alu = A,(HX+c), dvs 2u=1.

Losningen till detta “ekvationssystem” ar @ = 0.5, varefter

X 1 0 0.5
d=Ala—(Hx+c)=[1[(05)—| 1|=[-05
0 -1 1
1 0.5 1.5
Eftersom x+d= (2| + | —=0.5 | = | 1.5 | uppfyller alla bivillkor later vi
0 1.0 1.0
denna punkt bli nésta iterationspunkt X och gar till Steg 1.
1.5 0.5
Nudra=(1),y=(2), x=| 1.5 |, Hk+c=| 05 | och A,=[1 1 0].
1.0 0

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX 4+ c = Ald med @ = 0.5, sa vi gar till Steg 2.
Har konstateras att @1 > 0, varfor den aktuella iterationspunkten

1.5 05
X = | 1.5 |, tillsammans med vektorn y = < )

0 >, uppfyller optimalitetsvillkoren,
1.0

dvs HR +c=ATy, Ax>b, § >00ch §T(AX —b) = 0. Vi stannar darfor hér.



Uppgift 4.(a)
Vi ska starta i x() = (0, 0)T. Da ar h(xM) = (=2, 1, -1, 0)T och f(x(1)) = 3.

oh oh
Vidare ar exempelvis —3( ) =2 (z2 — 1), sa att —B(X(l)) = -2
Oxo Oz
2 2
Motsvarande kalkyler for de 6vriga derivatorna ger att Vh(x(l)) = 3 :;
-2 2

I Gauss-Newtons metod ska man 16sa ekvationssystemet
Vh(xM)TVh(xM)d = —Vh(x(M)Th(x™M)

; 5 W) TyhxM) = |16 0 W) Th(xM) = ( 78
I vart fall & Vh(x'")'Vh(x'") = 0 16 och Vh(x'") "h(x'") = 4 )

o . . 16 0 di\ (8 . 1) _ 1/2
sa ekvationssystemet blir [ 0 16] <d2> = <4>, med 16sningen d\"/) = 1/4)"

Vi provar t; = 1, s att x2) = x®) 4 ¢,d® = x4 4D = (51)

hi(x®) =9/4425/16 — 4 = (36 + 25 — 64) /16 = —3/16,
ho(x®) =1/44 9/16 —1 = (4 +9 — 16)/16 = —3/16,
hy(x®) =9/4+ 9/16 — 3 = (36 + 9 — 48)/16 = —3/16,
hy(x®) =1/4425/16 — 2 = (4 + 25 — 32)/16 = —3/16,

f(x®) =9/128 < f(xM) (med bred marginal) sa steget t; = 1 gick bra.

Dérmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Gauss-Newtons metod.

Uppgift 4.(b)
Vid Newtons metod, utgaende fran samma startpunkt x() = (0, 0)T som ovan,
ska man i stillet 16sa ekvationssystemet V2 f(x(1))d = =V f(x()T.

For ickelinjara minsta-kvadratproblem kan detta system skrivas

<Vh( N Th(x™M) + Zh >)> d = —Vh(xM)Th(x").

2 0

I vart fall ar H;(x) = [ 0 9

} for i = 1,2, 3,4, oberoende av x.

Dérmed &r Zhi(x(l))Hi<X(1)) = [_4 _2] , sa att
i=1

V2f(x) = Vh(x)TVh(xY) + 3 hi(x @) H () [ 0 } ,
i=1
som &r positivt definit.



Ekvationssystemet som ska losas kan darmed skrivas

12 0 di\ _ (8 . 1y _ 2/3
[O 12}<d2>—<4),medlosn1ngend =)

Vi provar t; = 1, s& att x(2) = x4+ £,d® = x®) 4 4 = (i;g)
Da blir

hi(x®)) =25/9 +16/9 — 4 = (25 + 16 — 36)/9 = 5/9,
ho(xP)= 1/944/9-1= (1+4-9)/9=—4/9,
hy(x®) =25/9 + 4/9 —3 = (25+4 —27)/9 = 2/9,
4(x<2>): 1/9416/9 —2= (1416 —18)/9 = —1/9,

f(x®) =23/81 < f(xM) (med bred marginal) sa steget t; = 1 gick bra.
Darmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod.

Man kan konstatera att pa detta problem ar resultatet (métt i malfunktionsvéarde)
efter den forsta iterationen battre med Gauss-Newtons metod dn med Newtons metod,
trots att G-N &r enklare &n N. Det ar dock inte alltid sa.



Uppgift 5.

Lat f(x) = |x—p[*=(x—p)T(x—p) =x'x - 2pTx + 1,
ochg(x)=|x—ql?’-1=(x-q'(x—q)-1=x"x-2q"x.

Da kan vart givna problem skrivas: minimera f(x) da g(x) < 0.
Gradienterna ges av Vf(x) = 2x' —2p' och Vg(x) =2x'—2q".
Vidare ges andraderivatsmatriserna av V2f(x) = 21 och VZg(x) =21

Eftersom bada dessa ar positivt definita sa ar bade f och g konvexa funktioner.
Vart optimeringsproblem &r alltsa ett konvext problem. Bra!

KKT-villkoren for detta konvexa problem med enbart ett bivillkor &r:
KKT-1: Vf(x)+yVg(x)=0T,

KKT-2: ¢g(x) <0,

KKT-3: y >0,

KKT-4: yg(x)=0.

som i vart speciella fall kan skrivas

KKT-1: x—p+y-(x—q)=0,

KKT-2: x'x—2q'x<0,

KKT-3: y >0,

KKT-4: y-(x'x—2q"x) = 0.

Vi ska undersoka tva fall: y = 0 och y > 0. (Fallet y < 0 utesluts av KKT-3).
Antag forst att y = 0.

Da ger KKT-1 att x = p, som insatt i vansterledet i KKT-2 ger att
x'x—2q"'x=p'p—2q"'p=1-0=1, vilket bryter mot olikheten i KKT-2.
Alltsa finns det ingen 16sning till KKT-villkoren med y = 0.

Antag fortsattningsvis att y > 0.

Ptqy

D& ger KKT-4 att x"x —2q'x = 0, medan KKT-1 ger att x = Tro
(Y

Tillsammans ger dessa relationer att

o:XTX_2qTX:(P+qy)T(p+qy)_2qT(p+qy): L4y 2y 1-2y—y?
(1+y)? l+y 1+ry)? 11y T+ g2

Vi far alltsa ekvationen y? 4+ 2y — 1 = 0, med 16sningarna y = —1 +v/2 och y = —1 — /2.

Men den andra av dessa &r negativ, sa den enda aterstaende losningen &r § = v/2 — 1.

p+qy 1 1
T4 Zﬁ(pﬂl(\@*l)):cwﬁ-(pfq)-

Da uppfyller X och § KKT-villkoren ovan. Eftersom saval f som g ar konvexa funktioner sa
betyder det att X ar en globalt optimal 16sning till det betraktade problemet.

Motsvarande x ges av X =




