Losningar till 5B1762 Optimeringslara for T, 29/8-06

Uppgift 1.(a)
Infor foljande variabler for den aktuella veckan:

xprg = antal kg Havre som anvénds till MUU,
zpr = antal kg Rag som anvénds till MUU,

xpp = antal kg Potatis som anvands till MUU,
zep = antal kg Havre som anvinds till GNAGG,
zer = antal kg Rag som anvénds till GNAGG,
rap = antal kg Potatis som anvéands till GNAGG.

Da kan problemet formuleras enligt foljande:

minimera 2.00zpg +1.50xyp + 2.50x 3 p +
2.00xgy + 1.50xgRr + 2.50xgp

da TymH +Tvmr Frymp = 2000
rog +xgr +xop = 1000
vy +rog < 1000
zymr +raor < 1000
zyp +rxap < 2000
32z + 24xpr + 492 p > 76000
R2xgy + 24xgr + 49xgp > 33000
10y 4+ 7Txpr + 52z p > 12000
10zgH + Txgr + 5zgp > 7000
Ty +8ryr + 12xp > 14000
Txag + 8xar + 12xgp > 9000
TMH, TMRs TMPs TGH, TGRy Tap = 0



Uppgift 1.(b)

Att problemet ar ett minkostnadsflodesproblem foljer av att varje kolonn i A bestar av ett
element +1, ett element —1, och resten 0 :or. Varje rad i A svarar da mot en nod i natverket
och varje kolonn i A svarar mot en bage i natverket, ndmligen en bage fran den nod som
svarar mot raden med +1 till den nod som svarar mot raden med —1. Néatverket bestar alltsa
av fem stycken noder samt bagméngden B = {(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,5)}.
Noderna nr 1 och 2 &r kdllnoder med pafyllningen 40 resp 35 flddesenheter, medan noderna
3, 4 och 5 ar sinknoder med avtappningen 30, 25 resp 20 flodesenheter.

Den foreslagna losningen ar tillaten, ty Ax = b och x > 0. Vidare svarar den mot ett
uppspénnande tréd i nétverket med basbagarna Bz = {(1,2), (2,3), (2,4), (3,5)}.

Den foreslagna 16sningen &ar alltsa en tillaten baslosning.

De reducerade kostnaderna ges nu ur formeln

rij = ¢ij —y; +y; for alla icke-basbagar,
dar skaldrerna (simplexmultiplikatorerna) y; ges ur formeln
yi — yj = ci; for alla basbagar samt ys = 0.

Skalarerna y; berdknas i exempelvis foljande ordning;:

Forst satts y5 = 0, vilket géller per definition.

Basbagen (3,5) ger sedan att y3 — ys5 = ¢35, dvs y3 = ¢35 = 1.
Basbagen (2, 3) ger sedan att ya — y3 = ca3, dvs y2 = y3 + co3 = 3.
Basbagen (2,4) ger sedan att yo — y4 = co4, dvs yq = y2 — c24 = 1.
Basbagen (1,2) ger slutligen att y; — ya = c12, dvs y1 = y2 + c12 = 5.

Nasta steg ar att berdkna reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna, vilket ger
rg=c3—y1+tys=5-5+1=1,

rgg=cy—ystya=1—-1+1=1,

T4s =C45 —Yatys =2—-1=1

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den givna tillatna baslosningen optimal.



Uppgift 2.(a)

Om vi infor slackvariabler x5 och g, for att overfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,
samt byter tecken pa malfunktionen, for att 6verféra maximeringsproblemet till ett minimer-
ingsproblem, sa far vi ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,
122110 18

. B _ T_(_a_4 _9 _
dar A = 5 9 1 1 0 1], b—<12)ochc =(-3,-4,-2,-1, 0, 0).

Startlosningen ska ha basvariablerna xs och xg, vilket innebéar att
B =(5,6) och 6 = (1,2,3,4).
10

1 2 21
0 1},medan A5—|: ]

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ 2 9 1 1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[1 0] /b1 (18 - (b (18
dvs 0 1) (52) = (12>, med losningen b = <52> = (12>.
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

[1 0] /w1 (O () _ (0
dvs 01 <y2> —(0),medlosn1ngen y = <y2> = <0)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

I‘g—:C;gr_yTA(S:(_3a_47_2a_1)_(07 O)|:1 o

5 9 1 1}:(—3,—4,—2,—1).

Eftersom rs, = ro = —4 &r minst, och < 0, ska vi lata z2 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn & ur systemet Agay = ag,

1 0 a2\ 2 . . - (a2 _ 2
dvs [0 1} <&22> = <2>, med l6sningen as = <622> = <2>

Det storsta varde som den nya basvariabeln xo kan ¢kas till ges av
bi 18 12 12 b
M = min{ — | @ >0p = min{ —, — ===
1 a;2 2 2 2 ago
Minimerande index ér i = 2, varfor x5, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xo.

Nu ar alltsa 8 = (5,2) och 6 = (1,6, 3,4).

1 2

1 0 2 1
0 2},medan Ag—[ ]

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 2 1 1 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 2] (b _ [18 - (b [6
dvs [0 2} <l_)2> = <12>, med lGsningen b = (52> = (6)

3



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 Y1\ 0 . (Y 0
dvs {2 2} <y2> = <_4>,med l6sningen y = (yz) = (_2>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

10 2 1
rg:cg—yTAgz(—S,0,—2,—1)—(0,—2)[2 L1 1}:(172,0, 1).

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten z; = 0, 3 = 6, 3 = 0, x4 = 0 optimal till det ursprungliga problemet.
Optimalvardet ar —24 till minimeringsproblemet och +24 till maximeringsproblemet.

Uppgift 2.(b)
Eftersom r5, = r3 = 0 sa paverkas inte malfunktionen om vi later ickebasvariabeln x3 0ka

fran sitt aktuella varde 0. Vi kan darfor lata x3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

1 2 a3\ 2 . - (a3 _ 1
dvs [O 2} <523> = <1>, med l6sningen ag = (&23> = (0.5).

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av

"% = min @|d > 0 = min 9 i _9_571
e P - 105 1 ag

Minimerande index ar ¢ = 1, varfér x5, = x5 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x3.

Nu ar alltsa g = (3,2) och 6 = (1,6,5,4).

2 2}, medan A5—|:

1 011
1 2 ’

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 21 0 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[2 2] (b1 [18 = (b1 _ (6
dvs 12 <52> = <12>, med l6sningen b = <52> = <3>

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Ag)y = cg,

(2 1] (o) (-2 (i _ (O
dvs 2 2 (y2> = <_4>,med losningen y = <y2> = (_2).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

101 1
r}:c}—yTA(;:(—S,O,O,—l)—(O,—Z)[2 10 1}:(1,2,0,1).

Eftersom rs > 0 sa ar dven denna baslosningen optimal (vilket vi redan visste).

Dérmed ar punkten z; = 0, x5 = 3, x3 = 6, x4 = 0 optimal till det ursprungliga problemet.
Optimalvardet ar —24 till minimeringsproblemet och +24 till maximeringsproblemet.



Uppgift 3.(a)
2 -1 -1 9
Vi utfor radoperationer (Gauss-Jordan) pa matrisen [A b] =|-1 2 -1 9
-1 -1 2 -9
Addition av (+0.5) ganger forsta raden till andra raden,
samt addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger
2 —1 —1 9
0 1.5 —-15 135
0 —-15 15 —45
Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden ger

2 -1 -1 9
0 1.5 —-15 135
0 0 0 9

Tredje raden motsvarar nu ekvationen 0-xz; + 0 - 22 + 0 - x3 = 9 som inte har nagon 16sning.

Uppgift 3.(b)

Att minimera |Ax — b|? dr ekvivalent med att 16sa normalekvationerna ATAx = ATb.

6 -3 -3 18
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ ATA A™b ] =|-3 6 -3 18
-3 -3 6 -—-36
Addition av (40.5) ganger forsta raden till andra raden,
samt addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger

6 -3 -3 18
0 45 —45 27
0 —45 45 =27

Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden,
samt addition av (+2/3) ganger forsta raden till tredje raden, ger

6 0 —6 36
0 45 —4.5 27
0 O 0 0

En 16sning (av flera) till detta systemet #r X = (6, 6, 0)7.
Uppgift 3.(c)

En 16sning till normalekvationerna ar enligt ovan X = (6, 6, 0)T.
Sitt p= Ax = (6, 6, —12)7.
D4 giller ekvivalenserna x € S & ATAx=ATb & Ax=p.

Vi ska nu minimera 1 |x[? d& Ax =p.

Optimal 16sning till detta ges av x = ATu, dir AATu = p.



6 -3 -3 6
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ AAT p ] =\ -3 6 —3 6
-3 -3 6 -12
Addition av (40.5) ganger forsta raden till andra raden,
samt addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger

6 -3 =3 6
0 45 —45 9
0 —45 45 -9

Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden,
samt addition av (+2/3) ganger forsta raden till tredje raden, ger

6 0 —6 12
0 45 —4.5 9
0 O 0 0

En 16sning (av flera) till detta system &r @ = (2, 2, 0)T.

Dadr %= ATa = (2, 2, —4)" minimum-normldsningen till minsta-kvadratproblemet.



Uppgift 4.
Malfunktionen &r f(x) = 8z%23 + 22% + 323 — 421 — 622.
Gradienten till f ges av Vf(x) = (16z123 + 41 — 4, 1623x2 + 622 — 6)T.

1623 + 4 321‘11‘2:|

Hessianen till f ges av F(x) = [ 32210 1622 + 6

Newtonriktningen d") bestéims ur ekvationssystemet F(x))d = —V f(x)T,
forutsatt att F(x(1)) &r positivt definit.

F(x(M) = [é g] ar positivt definit (strikt positiva egenvérden 4 och 6), sa
4 0 4 1
1 1 = (1) =
Newtonriktningen ges av [O 6] d <6>’ dvs d <1>

Vi provar steget med t; = 1, sa att x(2) = x() 4 ¢,dM) = xM) 4 dM) = (1)

Da blir f(x®) =3 > 0= f(x1), sa steget t; = 1 var for langt.

Vi halverar steget och provar t; = %, sa att x@ = x@) + %d(l) = (0'5>.

2 0.5
Da blir f(x®) = —-3.25 <0 = f(x(1)), sa sa steget t; = % var OK.

Déarmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod.

1622 +4 323179

. o 2 . _
(b) f &r konvex pa hela IR* om och endast om Hessianen F(x) = [ 3221y 1627 + 6

ar positivt semidefinit for alla = € IR

20 32
32 22
(eftersom exempelvis determinanten #r negativ). f dr alltsa inte konvex pa hela IR?.

Lat exempelvis 1 = z9 = 1. Da ar F(x) = [ } inte positivt semidefinit

(c) En underskattning till f(x) kan erhallas genom att bortse fran termen x3z2%, som
aldrig dr negativ. For alla x € IR? ir alltsa f(x) > q(x) = 222 + 322 — 4x1 — 622.

Den konvexa kvadratiska funktionen g(x) har ett unikt globalt minimum i x = (1,1)7,
med ¢(X) = —5.

For alla x # X géller da att f(x) > ¢(x) > —5 och for x = X géller att f(x) =3 > —5.

Alltsa dr f(x) > —5 for alla x € IR%.



Uppgift 5.

(a) Lat f(x) =x"Hx, g1(x) =x"x—4 och go(x) =1-x"x.

Da kan vart givna problem skrivas: minimera f(x) da g1(x) < 0 och ga(x) < 0.
Gradienterna ges av. Vf(x) = 2x"H, Vg1(x) =2x' och Vga(x)=—-2x".
KKT-villkoren for detta problem &r:

KKT-1: Vf(x)+51Vgi(x) + y2Vga(x) = 07,

KKT-2: g;(x) <0fori=1,2,

KKT-3: y; >0 fori=1,2,

KKT-4: y;gi(x) =0 fori=1,2.

som i vart speciella fall kan skrivas

KKT-1: 2 (5 + Yy — yg):nl =0,
2(—4+y1 —y2)r2 =0,
2(6+y1 —y2)z3 =0,
2(=34+y1 —y2)za = 0.
«T

KKT-2: x'x—4<0 och 1-x"x<0.

KKT-3: y; >0 och yy > 0.

KKT-4: y1(x"x —4) =0 och (1 —x'x) = 0.

(b)

Ur KKT-4 foljer att minst en av y; och yo maste vara = 0.

Ur KKT-1 foljer att minst tre st av de fyra variablerna x; maste vara = 0. A andra sidan
kan inte alla fyra variablerna z; vara = 0 samtidigt, ty da uppfylls inte KKT-2. Alltsa ar
exakt tre st av de fyra variablerna x; = 0 i varje KKT-punkt.

Antag forst att 1 # 0 medan 9 = x3 = x4 = 0.
Da foljer ur KKT-1 att y; = 0 och yo = 5, varefter KKT-4 ger att 1 = 1 eller —1.

Antag sedan att xo # 0 medan z3 = x4 = 1 = 0.
Da foljer ur KKT-1 att 3 = 4 och yo = 0, varefter KKT-4 ger att xo = 2 eller —2.

Antag nu att z3 # 0 medan x4 = 21 = 22 = 0.
Da foljer ur KKT-1 att y; = 0 och yo = 6, varefter KKT-4 ger att 3 = 1 eller —1.

Antag slutligen att x4 # 0 medan x1 = x5 = 23 = 0.
Da foljer ur KKT-1 att 3 = 3 och yo = 0, varefter KKT-4 ger att x4 = 2 eller —2.

Sammanfattningsvis har vi féljande atta KKT-punkter:

1 -1 0 0 0 0 0 0
< — 0 0 2 -2 0 0 0 0
0l (U A O of"t1rf -1 10} 0
0 0 0 0 0 0 2 -2



(c) Det tillatna omradet &r begrénsat och dessutom slutet, eftersom bivillkorsfunktionerna
ar kontinuerliga. Vidare ar malfunktionen kontinuerlig. Da vet vi att det existerar minst en
global optimallosning till problemet (se “roda héftet”).

Varje punkt i tillatna omradet &r en regulér punkt, ty hogst ett bivillkor ar aktivt och gradi-
enten till motsvarande bivillkorsfunktion &r nollskild. Varje global (eller lokal) optimallsning
maste ddarmed vara en KKT-punkt.

Eftersom det endast finns dndligt manga (atta stycken) KKT-punkter sa dr den/de bésta av
dessa globalt optimal /optimala. (Bést = lagst malfunktionsvérde.)

Det foljer att punkterna x = (0,2,0,0)T och x = (0,—-2,0,0)" &r globala optimallsningar,
bada med malfunktionsvardet = —16.



