Losningar till SF1861/SF1851 Optimeringslira, 17/8-12

Uppgift 1.(a) Flodesbalansvillkoren i de fem noderna kan skrivas Ax = b, dér

11 1 0 0 0 35
o o o 1 1 1 40
A=|-1 0 0 -1 0 O0],b=]-20
o -1 0 0 -1 0 -30
0o 0 -1 0 0 -1 —25
13
T14
Variabelvektorn ges av x = il‘:’ , dir variabeln z;; betecknar flédet i bagen (3, j).
23
T24
Z25

Att bagarna ar (enkel-)riktade ger kravet att x > 0.

C13 19

C14 14

.. .. T .. C15 18
Flodets kostnad (som ska minimeras) ges av ¢'x, dar ¢ = o | = | 23
C24 16

Co5 21

Om det primala problemet &r pa formen: minimera ¢'x di Ax=Db, x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < c, som hir blir:

maximera 35y; + 40y — 20y3 — 30y4 — 25y5
da y1—ys3 <19,

Y1 —ya < 14,
Y1 —ys < 18,
Y2 — y3 < 23,
y2 — ya < 16,
Y2 —ys < 21.

Uppgift 1.(b) Endast svaren ges hér:

minimera 3x1—4xo da —1<x; <1, -1 <x9 <1, har optimal 16sning z; = —1, 25 = 1.
minimera 3x1—4x2 da x1+x9 <1, 1 >—1, o >—1, har optlésning z; = —1, x5 = 2.
minimera 3z1—4xz9 da :c%—l—x% <1, har optimal 16sning x1 = —0.6, 2 = 0.8.

minimera 3z1—4xy da |zi|+|x2] <1, har optimal 16sning x; = 0, x5 = 1.



Uppgift 2.(a) Problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x
da Ax=b,
x >0,
1 100 1
dir A=|0 1 1 0|, b=|1]ochec=(2 3,6, 4T.
0 0 11 1

I startlosningen ska enligt uppgiftslydelsen x1, o och x3 vara basvariabler,
dvs = (1,2,3) och v = (4).

e )

11
Motsvarande basmatris ges av Ag= | 0 1
0 0

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 10 by 1 by 1
dvs 01 1 {)2 = | 1 |, med l6sningen b= 122 =10
0 01 b3 1 b3 1

(Eftersom Ag &r en triangulér matris sag vi losningen utan nagra berdkningar.)

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

100 Y1 2 Y1 2
dvs 1 10 yo | = | 3 |, med l6sningen y=| yo | = | 1
011 Y3 6 Y3 5)

(Eftersom AE ar en trianguldr matris sag vi 16sningen utan nagra berdkningar.)

Reducerade kostnaderna for den enda icke-basvariabeln ges av

0
rl=c—ylag=4—-(2,1,5 (0| =-1

1
Eftersom r4 = —1 ar < 0 ska vi lata x4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga, = ay,

1 1 0 a14 0 a4
dvs 011 ag4 = | 0 |, med losningen a4 = | a4 = -1
0 0 1 as4 1 as4

Det storsta varde som den nya basvariabeln x4 kan ¢kas till ges av

bi 1 1
M= min{ — | @y >0p =min{ =, —, ~ p.
% a4 1 1

Minimerande index ér ¢ = 1 eller ¢ = 3, varfor antingen xg, = 1 eller xg, = x3 ska limna
basen. Vi véljer (efter slantsingling) att lata x3 ldmna basen.



Nu ar alltsa g = (1,2,4) och v = (3).
110
Motsvarande basmatris gesav Ag= | 0 1 0
0 01

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(110 by 1 by 0
dvs [0 1 0 by | = 1 |, med l6sningen b= by | =11
L0 0 1 bs 1 b3 1

Vektorn y med simplexmultiplikatorernas véarden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 0 U1 2 U1
dvs |1 1 0 yo | = 3 |, medl6sningen y=| yo | = 1
[0 0 1 Y3 4 Y3
Reducerade kostnaderna for den enda icke-basvariabeln ges av
0
rl=cs—ylag=6-(2,1,4) | 1 | =1
1

Eftersom r3 > 0 &dr den aktuella baslosningen optimal. (Alla reducerade kostnader ar > 0.)
Alltsa dr punkten % = (0,1,0,1)T en optimal 16sning till problemet.
Optimalvirdet dr c'% = 7.

Uppgift 2.(b) Eftersom reducerade kostnaden for den enda ickebasvaribeln xz &r strikt
storre dn noll sa &r varje annan tillaten 16sning till problemet strikt sdmre (med strikt hogre
malfunktionsvirde) &n den erhallna optimallésningen i (a)-uppgiften ovan. % &r alltsa den
enda optimala losningen.

Uppgift 2.(c) Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,

sa ar det duala problemet
maximera b'y da Aly <c,

som utskrivet blir:
maximera Y1 + Y2 + y3
da Y1 < 27
Y1 +y2 <3,
Y2 +y3 <6,
y3 < 4.

Det ar valkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (2, 1, 4)T.
Man kontrollerar snabbt att detta &r en tillaten 16sning till det duala problemet.
Vidare #r optimalvirdet bTy = 7 = optimalvirdet for det primala problemet ovan.



Uppgift 2.(d)

Vektorn y = (y1,%2,y3)" &r en optimal 16sning till det duala problemet ovan

om och endast om y ar en tillaten 16sning till duala problemet med malfunktionsvardet 7,
dvs om och endast om y uppfyller foljande fem villkor:

(1) n+yty=7,

(2) Y1 < 27

(3) y1+wy2<3,

(4) y2+ys<6

(5) y3 <4

Villkoren (1) och (3) medfér att y3 =7 — (y1 +y2) > 7—3 =4,
vilket tillsammans med (5) medfor att
(6) y3=4.

Villkoren (1) och (6) medfor att

(M) y1+y2=3,

medan villkoren (4) och (6) medfor att
(8) y2<2.

A andra sidan, om y uppfyller villkoren (2), (6), (7) och (8),
sa uppfyller y samtliga de ursprungliga villkoren (1)—(5).
Det betyder att y ar en optimal 16sning till duala problemet
om och endast om y uppfyller féljande fyra villkor:

(2) Y1 S 27

(8) Y2 S 27

(M) y1+y2=3,

(6) y3=4.

Vektorn y &r en losning till dessa villkor om och endast om
y = (1+t,2—t,4)T, dir t € [0,1].

Exempel: y=(2,1,4)7, y=(1,2,4)7, y=(1.3, 1.7, 4T ...

Det finns alltsa oéndligt manga optimala 16sningar till det duala problemet.



Uppgift 3.(a)
1

Problemet kan skrivas pa formen: minimera 3 x"Hx +c'x di Ax=b,

P 8 110 0 1
dar H = , C= ,A=(10 1 1 0], b=1|1
00 20 0 00 1 1 1
0 0 0 6 0
Gauss-Jordans metod tillampad pa systemet Ax = b ger med nagra enkla radoperationer
11 0 0]1 1 0-1 010 1 0 0 11
01 1 01 — |0 1 1 0|1 — |0 1 0-1/0
001 1|1 00 1 1|1 001 1|1

ur vilket fram gar att allménna l6sningen till Ax = b erhalls genom att sétta den enda
icke-trappstegsvariablen x4 till ett godtyckligt tal v varefter trappstegsvariablernas varden
gesavzxy=1—v, zg=vochz3=1-—w.

Detta kan sammanfattas som att allménna l6sningen till Ax = b ges av

X1 1 -1

o i) . 0 1 =

X = - = 1 + 1 v = X+ 2z,
Ty 0 1

déar X ar en tillaten l6sning till Ax = b medan vektorn z ar en bas for nollrummet till A.

Variabelbytet fran x till den enda variabeln v leder till en kvadratisk envariabelfunktion vars
unika minpunkt erhalls genom att 16sa den linjara ekvationen

(z"Hz)v = —z" (HX + ¢),

forutsatt att zT Hz dr positivt definit (dvs > 0 i detta envariabelfall).
Vi far att z' Hz = 16 > 0 och —z' (HX + ¢) = 4,

sa den unika 19sningen till ekvationen ovan ar v = 4/16 = 0.25,

0.75
0.25
0.75
0.25

och den unika optimala 16sningen till problemet ges av X =X+ z0 =



Uppgift 3.(b)

Lagrangevillkoren till problemet att minimera %XTHX +c'x da b—Ax=0

Hx - A"u = —-c

es av ekvationerna .
& Ax - b

Vi ska hér ge tva alternativa tillvigagangssatt for att hitta en l6sning (%, @) till detta ekva-
tionssystem. Det forsta alternativet forutsétter inte att man 16st (a)-uppgiften, medan det
andra forslaget forutsatter just detta.

Losningsalternativ 1:

Eftersom H #r diagonal med strikt positiva diagonalelement kan man enkelt berikna H™!,
och da ar Hx — ATu = —c ekvivalent med att x = H'ATu — H 'lc=H 'ATu, ty ¢ = 0.

Om man satter in detta uttryck for x i de aterstaende ekvationerna Ax = b erhalls ekva-
tionssystemet AH 'ATu = b, som utskrivet blir

/2 0 0 0 100
L 100 0 1/6 0 0 1 10| (™ !
0110 u | =11
00 11 0 0 1/2 0 01 1 ; .
0 0 0 1/6 001 3

Multiplikation av bagge leden med 6, samt vanliga matrismultiplikationer, ger att detta

4 1 0 U1 6 1.5
system kan skrivas 1 4 3 uo | =1 6 |, med den unika lésningen 0 = 0
0 3 4 us 6 1.5
0.75
. . 1 ATA 0.25
Motsvarande x—del av 16sningen ges sedan av X =H "A'a = 075 |
0.25

dvs samma X som i (a)-uppgiften ovan.

Nu ar (%,1) en 16sning till Lagrangevillkoren. (Som framgar av rékningarna ovan &r det i
sjélva verket den enda 16sningen till dessa optimalitetsvillkor.)

Losningsalternativ 2:

Vart aktuella QP-problem har konvex malfunktion (ty H &r positivt definit) och linjara
likhetsbivillkor. D4 dr % € IR* en optimal 16sning till problemet om och endast om % utgor
x—delen av en 16sning (X, @1) till Lagrangevillkoren.

Men enligt (a)-uppgiften & % = (0.75, 0.25, 0.75, 0.25)7 den enda optimala 16sningen till
problemet. Dérmed maste x—delen av varje 16sning till Lagrangevillkoren vara just X. Det
aterstar att bestdimma motsvarande @ sa att (%X, @) uppfyller Lagrangevillkoren, dvs sa att

AT =H% +c=Hx = (1.5, 1.5, 1.5, 1.5)T, vilket utskrivet blir

100 . 1.5 .

Ui Ul 1.5
110 A 1.5 g e )

uo | = , med den unika l6sningen | 4y | = 0
0 1 1 i 1.5 4 15
00 1 s 1.5 3



Uppgift 4.(a)
Byt beteckning och kalla den sokta konstanten ¢ for x.

DA vill vi alltsi minimera f(z) = 4 h(z)Th(z) = $(h1(z)? + he(z)?),

dar h(z) = <h1($)> , med

ha(x)
1
h = - = — 0.4 h
1() 1+at w1 112 0.46 oc
1 1
h = — = —0.22.
2(2) 1+ xts w2 14+ 3z 0

Detta &r ett ickelinjart MK-problem med n = 1 (en enda variablel z)
och m = 2 (tva termer i kvadratsumman).

-3

h hy(z) = ——— .
och hy(x) 15 30)°

erivering ger a x) = hy(@) | ar y(r) = (1+2)2

Vi ska enligt uppgiftslydelsen starta i z() = 1. D4 ar
0.04 —1/4
1)y = (1)
h(z\Y) ( ) och Vh(z\V) [—3/16]'

0.03
I Gauss-Newtons metod ska man 16sa Vh(z))TVh(z())d = —Vh(zM)Th(zD).

Vi har att Vh(zMW)TVh(zM) = (=1/4)% + (=3/16)% = 25/256

och —Vh(zM)Th(zM) = (4/16)(4/100) + (3/16)(3/100) = 25/1600,

sa vi far ekvationen (25/256)d = 25/1600, med 16sningen dM) = 256/1600 = 0.16.

Vi provar som vanligt med ¢; = 1, sa att 22 = 2z 4 ¢,dM =14 0.16 = 1.16. D4 blir

1 1-0.46-2.16  0.0064
M) = 575 — 046 2.16 o16 < 004=Mm) oc
1 1-0.22-448 0.0144
(2) = — — _22 fry = . = (1) .
ha(e™) = 175 =0 4.48 1ag < 003 =ha(z)

Eftersom |hy(z®)| < |hi(z(M)| och |ho(x@)] < |ha(zM)] sadr f(z?) < f(zD),
vilket betyder att t; = 1 accepteras.

Dérmed har vi utfort en iteration med Gauss-Newtons metod och erhallit forslaget ¢ = 1.16,
vilket ar ett battre virde an startgissningen ¢ = 1.



Uppgift 4.(b)

Vid Newtons metod, utgaende fran samma startpunkt () = 1 som ovan,
ska man i stillet bestdémma d ur ekvationen f”(zM)d = —f'(zM).

Vi har att —f/(2M) = —h4 (W) (M) — Ry (M) ho (V) = 25/1600, och
P = By (W) + ko (2M)? 4 ha (V)R] (@) + ho (M) nG (D).

2 18
Men h{(z) = ———— och hh(z) = —i—
en hi(x) e och hy(z) 1532

sa hY(zM) =2/8 och h4(zM)) = 18/64 .

Darmed dr f(x(M) = B (xM)2 + kY (xM)2 4+ +hy (A (D) + ho(zM)R4 (M) =

= (—1/4)% + (=3/16)% + (4/100)(2/8) + (3/100)(18/64) > (—1/4)% + (-3/16)? = 25/256.
Losningen dV) till Newtonekvationen f”(z(0)d = —f/(z™) uppfyller darfor

0 < dM < 256/1600 = 0.16,

och eftersom stegparametern t; < 1 sa kommer den nya iterationspunkten att uppfylla
2 =2M +#,dH <1+ 0.16 = 1.16.

Det varde pa konstanten ¢ som en iteration med Newtons metod foreslar ar alltsa < 1.16,
dvs mindre an det varde som en iteration med Gauss-Newtons metod foreslog.

(Anmérkning: I detta exempel visar det sig att det vérde pa ¢ som en iteration med Gauss-
Newtons metod foreslar ar battre &n motsvarande varde for Newtons metod, men detta ar
inget generellt resultat. Med en annan startgissning dn ¢ = 1 kan det handa att en iteration
med Newtons metod lyckas béattre &n en iteration med Gauss-Newtons metod. Det ar heller
inte alltid fallet att Newtons metod foreslar ett kortare steg &n Gauss-Newtons metod.)



Uppgift 5.
Infor funktionen

1 1 1 1 1 1
= + + + + + ,
lzo—z1|  |r3—x1|  |za—w1]  |wz—wa|  |za—w2| T4

fx)

och kalla den foreslagna punkten for X, dvs X = (21, Z2,Z3,%4) = (0, 1, 2, 3).

For att X ska kunna vara en globalt optimal 16sning sa maste X atminstone vara en lokalt op-
timal 16sning, sa vi borjar med att undersoka om X ar en lokalt optimal 16sning till problemet
att minimera f(x) under bivillkoren 0 < z; < x9 < x3 < x4 < 3.

Vi betraktar darfor en liten omgivning till punkten X,
nimligen mingden av punkter x € IR* som uppfyller ||x — %|| < 0.1.

For alla dessa x ar 1 < 29 < x3 < x4, och darmed

F) = L 1 1 1 1 1

— + + + + + , utan beloppstecken!
Xro—T1 r3—I1 Ty4—T1 Tr3—T2 Ty — T2 Tr4—XT3

Funktionen f kan da deriveras, och de partiella derivatorna av f ges av

5:51 X) = (x2—1x1)2 + (x3—1m1)2 + (304—1%1)27 speciellt (ii()‘() = % + i —I—% > 0,

aa:‘; X) = (332:;)2 + (m3—1x2)2 + (x4—1:1:2)2’ speciellt 2{2(2) = —% + % +i >0,
;Z)) X) = (xg:lxl)Q + (333:132)2 + (x4—1x3)2’ speciellt E?xi,(i) = —% — % —1—% <0,
8854 X) = (96'4:5161)2 + (x4:12)2 + (x4:103)2’ speciellt gi(i) = —é — i — % < 0.

Forst understker vi om det lonar sig att dndra zq lite fran dess aktuella varde z; = 0.

Att —f()_() > 0 medfor att om vi dkar x; lite sa dkar f(x), medan om vi minskar x; lite sa

8:61

minskar f(x). Men z; far inte bli < 0 sa vi kan inte minska z;. Vi kan endast oka x1, vilket
dock leder till en 6kning av f(x). Det lonar sig alltsa inte med nagon liten &ndring av x;.

Sedan understker vi om det lonar sig att &ndra x5 lite fran dess aktuella virde Zs = 1.

0
Att 8—f(>_<) > 0 medfor att om vi minskar xy lite sa minskar f(x), och det &r tillatet att
T2

minska xo lite, ty bivillkoren 0 < 71 < z9 < 23 < x4 < 3 kommer fortfarande att vara
uppfyllda om minskningen av xo &r tillriackligt liten.

Déarav foljer att X inte &r en lokalt optimal 16sning till problemet, och darmed inte heller en
globalt optimal 16sning!
Kontroll: Antag att x = (Z1, Z2—9, &3, T4) = (0, 1 -6, 2, 3), ddr § > 0 men “litet”.
1 1 1 1 1 1
D4 i - b 44— 4 4 TR f(R)-0.256 %
G fX) =553ttt T o/ < f®),
dar vi gjort en forsta ordningens Taylorutveckling kring § = 0.



