Losningar till SF1861/SF1851 Optimeringslara, 30/8 2013

Uppgift 1.(a)
Infor foljande variabler:

x1 = antal enheter av produkt A som tillverkas per dag.
x9 = antal enheter av produkt B som tillverkas per dag.
x3 = antal enheter av produkt C som tillverkas per dag.

Téackningsbidraget per dag ges da av 11x1 + 9x2 + 8x3.

X + xI9 4 I3 <
2000 © 1600 © 1200 —
I ) T3
<
1000 + 1500 + 1900 —

8.

Kapacitetsbegransningen i stansavdelningen kan skrivas

8.

Kapacitetsbegransningen i pressavdelningen kan skrivas
Det ger oss foljande problemformulering:

maximera 1lzq + 929 + 8x3

o Il ) T3
d <8
® 3000 " 1600 T 1200 =
Ty Z2 x3
<8
1000 + 1500 + 1900 — 7
1 >0, 22 >0, x3 > 0.
Uppgift 1.(b)
1 2 3 3
Forst anvénder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen A= | 2 4 5 7
36 99

1 2 0 6
Efter nagra “enkla radoperationer” erhélls matrisen | 0 0 1 —1 | =T.
0 0

Nu ar A 6verford till trappstegsform med tva trappstegsettor.
En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nummer 1 och 3 i A.

1 3
De tva vektorerna [ 2 | och | 5 | utgor alltsa en bas till R(A).
3 9

Observera att de bagge ekvationssystemet Ax = 0 och Tx = 0 har exakt samma losningsméangd,
eftersom de enkla radoperationerna inte dndrar denna.

Men den allménna l6sningen till Tx = 0 erhalls genom att forst sidtta de variabler som inte
svarar mot trappstegsettor, dvs x2 och x4, till godtyckliga tal ¢ och s, dvs z9 =t och x4 = s,
och darefter bestdmma hur “trappstegsvariablerna” x; och x3 maste bero av t och s for att
Tx = 0 ska bli uppfyllt.



Detta ger att den allmanna losningen till Tx = 0, och darmed aven till Ax = 0, ar

xr1 = —2t—06s, xo =t, x3 =35, x4 = s, som kan skrivas
T —2 —6
I3 1 0 .. . .. o
x=1 = 0 -t + ]S for godtyckliga varden pa t och s.
3
X4 0 1
-2 —6
. . 1 . :
Av detta framgar att de bada vektorerna 0 och (1) utgor en bas till V'(A).
0 1

Nu anvénder vi Gauss—Jordans metod pa den transponerade matrisen AT =

W W N =
N O = N
O O O W

1 0 3

o “ : » . . 010 ~

Efter nagra “enkla radoperationer” erhalls matrisen 00 o0l= T.
000

Nu ar AT 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor.
En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nummer 1 och 2 i AT.

1 2

O 2 4 ) o . T

De tva vektorerna 5 och 5 | utsor alltsa en bas till R(A")
3 7

De bigge ekvationssystemet ATy = 0 och Ty = 0 har exakt samma 16sningsméangd, eftersom

de enkla radoperationerna inte dndrar denna.

Men den allménna l6sningen till 'i‘y = 0 erhalls genom att forst sdtta den variabel som
inte svarar mot trappstegsettor, dvs ys, till ett godtyckligt tal ¢, dvs y3 = t, och dérefter
bestamma hur “trappstegsvariablerna” y; och yo maste bero av t for att Tx = 0 ska bli
uppfyllt. Detta ger att den allménna l6sningen till ’i‘y = 0, och dérmed &ven till ATy =0,

ar yp = —3t, y2 =0, y3 =t, som kan skrivas
Y1 -3
y=1| vs3 = 0 |-t, for godtyckligt varde pa t.
Y3 1
-3
Av detta framgar att vektorn 0 | utgdr en bas till N(AT).
1



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,

U S R T | (1 -
dar A = 1 1 —1 _1], b—<2> och ¢' =(1,3,1,1).
Den forslagna 16sningen har basvariablerna z; och z2, dvs 8 = (1,2) och 6 = (3,4).

1

1

-1 1 -1
1], medan Ags = [_1 _1].

Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 -1/t _ (1 = (b _ (15
dvs [1 1] (62) = <2>, med 16sningen b = <B2) = (0.5>,
dvs x1 = 1.5 och o = 0.5, vilket stdmmer med forslaget.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

11 yiy _ (1 (i (-1
dvs {_1 1]<y2>—<3>,medlosmngen y—(y2>—< 2).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
1 -1
=l yTA= - (12| =@

Eftersom reducerade kostnaderna ar icke-negativa sa ar den foreslagna losningen optimal.

x1 = 1.5, xp = 0.5, Ovriga x; = 0. Optimalvardet = 3.



Uppgift 2.(b)
Efter inférande av slackvariabler x5 och xg far vi ett nytt LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,

dir nu A = 1 _1 _1 j _(1) _H, b= <;> och ¢"=(1,3,1,1,0,0).

Vi startar fran baslosningen ovan, med 8 = (1,2), som é&r en tillaten baslésning dven till
detta nya problem.

Vektorerna b och y blir desamma som ovan.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

rgT:c}—yTA(s:(l,1,0,0>—<—1,2>[ Lo o

L1 o _1}:(4,2,—1,2).

Eftersom rs, = r5 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata x5 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a5 ur systemet Agas = as,

1 -1 a5\ -1 .. - (a5 _ —0.5
dvs [1 1] (a%) = ( 0), med 16sningen a; = <&25> = < 05).

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av

bi 05 b

%|@i5>0 :7:772.

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x2 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xs.

Nu ar alltsa 8 = (1,5) och 6 = (2, 3,4,6).

1 -1
1 0

tmax: HllIl {

1

—1 1 -1 0

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 1 -1 -1 —11°

], medan Ags = [

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 —1] /b (1 = (b (2
dvs 1 0 <B2)—<2>,med105mngen b_<l_)2)_<1>'

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 1] () (1 _ () _ (0
dvs 10 <y2> = <O),medlosn1ngen y—(y2>— (1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

-1 1 -1 0
I':;r = C:SI— - yTAE = (35 17 L, 0) - (O’ 1) |: 1 -1 —1 =1

] =(2,2,2,1).
Eftersom reducerade kostnaderna &r icke-negativa sa ar den aktuella 16sningen optimal.
r1 =2, r5 = 1, Ovriga z; = 0.

Optimalvardet = 2.



Uppgift 2.(c)

Det primala problemet P1 &ar pa standardformen
minimera ¢'x di Ax=b och x > 0.
Det motsvarande duala problemet D1 ar da pa formen
maximera b'y da A'y <c,

som utskrivet blir:
maximera y; + 2y
da  y1+yo
—Y1 + Y2
Y1 — Y2
—Y1 — Y2

)

VAN VANRVANIVAN

1
3
1
1.

En noggrann figur ger att det tillatna omradet ar en rektangel med hornen i pukterna
(170)7 (_L 2)7 (_27 1) och (01 _1)'

Nivakurvorna till malfunktionen y; + 2y, ar parallella linjer vinkelrdta mot vektorn (1,2),
med véxande viarden at “nordnordost”.

Den nivakurva som svarar mot det maximala vardet pa malfunktionen i det tillatna omradet
ges ur figuren av linjen y; + 2y2 = 3 som gar genom hérnpunkten (y1,y2) = (—1,2). Denna
hornpunkt ar alltsa den optimala 16sningen till det duala problemet D1.

Det primala problemet P2 &r pa formen

minimera ¢'x di Ax>b och x > 0.
Det motsvarande duala problemet D2 &r da pa formen

maximera b'y da A'y <c och y >0,

som utskrivet blir:
maximera ¥y + 2y2

da Y1 +y2 S 17
—y1+y2 < 3,
Y1 — Y2 g 17
-y1—y2 < 1,

yy > 0,1=1,2

En noggrann figur ger att det tillatna omradet &r en triangel med hornen i pukterna
(1,0, (0, 1) och (0,0).
Nivakurvorna till malfunktionen y; + 2ys ar parallella linjer vinkelrdta mot vektorn (1,2),

med vaxande virden at “nordnordost”.

Den nivakurva som svarar mot det maximala vardet pa malfunktionen i det tillitna omradet
ges ur figuren av linjen y; + 2y2 = 2 som gar genom hérnpunkten (y1,y2) = (0,1). Denna
hoérnpunkt ar alltsa den optimala 16sningen till det duala problemet D2.



Uppgift 3.
Lat x = (213, T14, T3, T24)" € RL
Eftersom alla R;; = 1 sa ar effektminimeringsproblemet ekvivalent med QP-problemet

minimera %XTIX ( = halva viarmeeffekten)

dda Ax=Db,
(1) (1) 8 8 1 1 0 0 4
dar I = , A= 0 0 1 1 och b=1]0
00 10 -1 0 -1 0 0
0 001

Detta QP-problem &r i sin tur ekvivalent med det linjara ekvationssystemet

Ix — Alu = 0
Ax = b

Ur Ix— ATu =0 erhalls att x = ATu, som insatt i Ax = b ger ekv.systemet AATu = b.

2 0 -1 4
Ivart fallar AAT=| 0 2 —1 | och b=1]0
-1 -1 2 0

Gauss-Jordans metod (eller Gausselimination) tillimpat pa ekvationssystemet

2 0 -1 Uy 4 3
0o 2 -1 up | =10 ger losningen u= 1|1 |.
-1 -1 2 us3 0 2
Voo o3[
Lankstrommarna ges sedan av x = ATu = 0 1 -1 1] = 1|
0o 1 0 2 1

dvs r13 = 1, T14 = 3, xTo3 = —1 och Tog = 1.
Strommen i lanken (2, 3) gar alltsa fran nod 3 till nod 2.



Uppgift 4.(a)
Malfunktionen &r f(x) = x323 + 22 + 323 — 221 — 622.
Gradienten till f ges av Vf(x) = (22123 + 221 — 2, 22379 + 620 — 6)T.

2m%+2 4179 ]

Hessianen till f ges av F(x) = [ dovzs 20 +6

Startpunkten ges enligt uppgift av x(1) = (8)

Forsta Newtonriktningen d(!) bestéms ur ekvationssystemet F(x())d = —V f(x()T,
forutsatt att F(x(1) &r positivt definit.

F(x(V) = [ (2) 2 ] ar positivt definit (se rdknehjilpen med a =2, b =0 och ¢ = 6)

sa Newtonriktningen ges av 16sningen till [ (2) 0 ] d= <2>, dvs d® = (1)

Vi provar forst steget ¢1 = 1, sa att x) = x() 4 ,d®) = xW 4 40 = <1>

Da blir f(x®) = -3 < 0= f(x(), sa steget t; = 1 accepteras.
Dérmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod och erhallit iterationspunk-

ten x(2) = <1> med f(x®?) = —3.

Nista Newtonriktning d(® bestdms ur ekvationssystemet F(x()d = —V f(x)T,
forutsatt att F(x(?) ar positivt definit.

F(x?) = [ i ;1 ] ar positivt definit (se rdknehjilpen med a =4, b =4 och ¢ = 8)

sa Newtonriktningen ges av losningen till [j ;L] d= <:§>7 dvs d®@ = <—8.5>'

Vi provar forst steget to = 1, sa att x®) = x@ 4+ ¢,d® =x® 1 d®@ = <Oi5>.

Da blir f(x®) = —3.5 < =3 = f(x(?)), sa steget to = 1 gick bra.
Déarmed har vi utfort tva fullstdndiga iterationer med Newtons metod och erhallit itera-

tionspunkten x(3) = <Oi5> med f(x®) = -3.5.



Uppgift 4.(b)

Vi ska nu avgora om punkten X = <i1> = <Oi5> ar en lokal minpunkt till f.
2

(Den valda punkten X &r som synes var aktuella iterationspunkt x(3).)

Ett nédvandigt villkor fér att X ska vara en minpunkt till f (utan bivillkor)
ar att Vf(x) = (0,0).

Men Vf(X) = (22173 + 271 — 2, 27222 + 622 — 6) = (0, 0.5) # (0,0),
sa X ar ej en minpunkt till f.

Uppgift 4.(c)

" . . 203 +2 4
f &r konvex pa hela IR? om och endast om Hessianen F(x) = ¥y F ”;m
drizy 22746

ar positivt semidefinit for alla = € IR?.

En symmetrisk 2 x 2—matris { Z

om och endast om a >0, ¢ > 0 och ac—b* > 0.

b| . » . .
c] ar som bekant positivt semidefinit

For den ovanstiaende matrisen &r a = 223 + 2 > 0 och ¢ = 22% + 6 > 0, men

ac —b% = (223 + 2)(22% + 6) — (4v122) (4x122) = 12 + 422 + 1203 — 122223,

som blir negativ om bade x1 och xy &r tillrackligt stora tal.

Om exempelvis 1 = 9 = 10 s& blir 12+42? + 1223 — 122223 = 124400+ 1200 — 120000 < 0.

f ar alltsa inte konvex pa hela IR?.

Uppgift 5.(a)

Att f(x) < f(x) for alla x € IR" &r detsamma som att X ar en global minpunkt
till den kvadratiska funktionen f, vilket i sin tur (eftersom H &r symmetrisk och
positivt semidefinit) ar ekvivalent med att HX = —c.

Men da maste X # 0, ty om X = 0 sa dr ju Hx = HO = 0 # —c (eftersom c # 0).
Vidare ar f(%X) < f(0) (eftersom X &r en global minpunkt medan 0 inte ar det),
vilket ger att f(%) < f(0)=30"THO+c'0=0, dvs f(%) <O0.

Slutligen far vi att xTH% > 0, ty f(X) < 0 och

f&) =LixTHX +c"x =L xTHX + (-H%X) % =

=3 %"TH% — 2"Hx = —; *'HX.

N[ —=

1
2



Uppgift 5.(b)
Bivillkoren x; > 0 kan ekvivalent skrivas gj( X) < 0, dér g]( X) = Ty

Lagrangefunktionen blir da L(x,y) ) + Z Y95 (x Z YjLs-

KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enhgt foljande.

L
gx](i y) =0 for alla j, dvs (;C(i)—gjzo forj=1,...,n

(KKT2) Tillaten punkt, dvs g;(%) <0 for alla j, dvs &; >0 for j =1,.

(KKT1)

(KKT3) Samtliga Lagrangemultiplikatorer icke-negativa, dvs §; >0 for j =1,...,n
(KKT4) Komplementaritetsvillkoren g;g;(X) =0, dvs g;2; =0 for j=1,...,n

Eftersom savél malfunktionen f(x) som bivillkorsfunktionerna g;(x) = —z; &r konvexa funk-
tioner, och det finns punkter x som uppfyller g;(x) < 0 for alla j (t ex x = (1,...,1)T) s&
har vi ett regulart konvext optimeringsproblem.

Det betyder, enligt en kiand sats, att X dr en globalt optimal 16sning till problemet om och
endast om det finns skalérer g1, ..., 3, som tillsammans med X uppfyller KKT-villkoren ovan.

Med hjélp av (KKT1) kan skalérerna ¢; elimineras, varvid KKT-villkoren 6vergar till:

(KKT2)’ 2; >0, forj=1,...,n
of
T3 (%) > -
(KKT3) (9:1:]-( X)>0, for j =1,.
&KkTa)y 2Lz, Bj=0,forj=1,....n

Ox;
X ar alltsa en globalt optimal 16sning till problemet om och endast om X uppfyller villkoren
(KKT2)" — (KKT4)".

Nu aterstar det bara att visa att X uppfyller (KKT2)" — (KKT4)’ om och endast om X
uppfyller f6ljande villkor (KKT2)”— (KKT4)”:

(KKT2)” %> 0.

(KKT3)” Vf(%)T>0.

(KKT4)”  Vf(%)%=0.

Men (KKT2)” och (KKT3)” ar ' per definition ekvivalenta med (KKT2)’ och (KKT3)’,
af
8:6]

Om (KKT4)’ ar uppfyllt sa ar VarJe term i denna summa = 0, sa att (KKT4)” ar uppfyllt.
Omvént, om (KKT4)” &r uppfyllt sa &r summan = 0. Men eftersom varje term i summan
ar icke-negativ (enligt (KKT2)” och (KKT3)”) sa maste da alla termer i summan vara = 0,
vilket betyder att (KKT4)  ar uppfyllt.

Alltsa ar villkoren (KKT2)”— (KKT4)” tillsammans ekvivalenta med (KKT2)' — (KKT4)’,
vilka i sin tur ar ekvivalenta med att X ar en globalt optimal 16sning till problemet.

medan (KKT4)” kan skrivas Z )-2;=0.



