Losningar till tentan i SF1861 Optimeringslara, 17 aug, 2015

1.(a)
Infor foljande variabler, for i=1,2,3 och j=1,2,3,4:

x;; = antal timmar (under den aktuella veckan) man later maskin M; tillverka kabeltyp K.

Infor vidare foljande konstanter, for ¢=1,2,3 och j=1,2,3,4:
¢; = den givna driftskostnaden i kronor per timme for M;, dvs (c1, c2,c3) = (350,500, 750).
b; = den givna orderlédngden i meter fér K, dvs (b1, b, b3, bs) = (16000, 10000, 12000, 8000).

v;; = den givna produktionshastigheten i meter/timme vid tillverkning av K; med M;,
dvs V11 = 300, V12 = 250, ceey V34 = 300.

Déa kan problemet formuleras:

3 4
minimera E E CiTij

i=1 j=1

4
da > my <50, for i=1,2,3,
j=1

3
> wigmij = by, for j=1,2,3,4,
=1
zij >0, for i=1,2,3 och j=1,2,3,4.



1.(b)

Natverket svarande mot det givna LP-problemet kan illustreras av den vanstra figuren nedan,
dar tillgangen i noderna (dvs komponenterna i vektorn b) och kostnaden per flédesenhet for
bagarna (dvs komponenterna i vektorn c) &ar utskrivna i figuren.

Alla bagar ar riktade fran vénster till hoger. Negativ tillgang svarar mot positiv efterfragan.

De nollskilda komponenterna i den féreslagna 1ésningen % = (40, 0, 50, 25, 0, 20, 0)T

kan illustreras av den hogra figuren nedan, med bagflodena utskrivna i figuren.

Eftersom de utskrivna flodena i figuren uppfyller flédesbalansvillkoren i samtliga noder

(dvs A% = b) och &r icke-negativa (dvs X > 0) sa ar X en tillaten 16sning till LP-problemet.
Efter dessutom de i figuren utritade bagarna utgor ett uppspannande trdd sa ar X en tillaten
baslosning till LP-problemet.
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/ \ 2 / \ / \  x24=25
/\ / 0\ / 0\
2/ 2\ /1 \2 x12=40/ \x23=50
/ \ / \ / \

/ 5 \ / 1 \ / \ x35=20
0----- 0----- 0 0 0----- 0
+40 -30 -20 +40 -30 -20

Nod 1 Nod 3 Nod 5

Da kan simplexmultiplikatorerna y; for noderna beréknas med hjilp av ekvationerna
ys = 0 och y; — y; = ¢;; for alla triadbagar (i,j) (dvs basvariabelbagar).
De resulterande virdena y; ar utskrivna i den véanstra figuren nedan.

Dérefter berdknas reducerade kostnaderna r;; for alla icke-tradbagar med hjalp av uttrycket
rij = Cij — Yi +yj. De resulterande vérdena r;; ar utskrivna i hogra figuren nedan

y2=3 y4=1 y2=3 y4=1
0----- 0 0 0
/ \  c24=2 / \
/N /N
c12=2/ \c23=2 r34=1-1+1=1/ \r45=2-1+0=1
/ \ / \
/ \ c35=1 r13=5-5+1=1 / \
0 0----- 0 0----- 0 0
y1=5 y3=1 y5=0 y1=5 y3=1 y5=0

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den foreslagna lésningen X optimal.



2.(a)

Om vi infor slackvariabler x4 och x5, for att Gverfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,
sa far vi ett LP-problem pa standardformen

T

minimera c¢'X
da Ax=Db,
x>0,
o [=2 1 -1 1 0 (2 T
dar A = 1 -1 -1 o0 1}, b—<1>ochc =(3,-1,2,0,0).
Startlosningen ska ha basvariablerna x4 och x5, dvs 8 = (4,5) och § = (1,2, 3).
Motsvarande basmatris ges av Ag = [(1) (1)} , medan As = [ _f _1 :i ]

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b berdknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 0] /b1 (2 - (b (2
dvs 01 <b2> = <1>,medlosn1ngen b= <b2>_ <1>

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna véarden erhalls ur systemet Agy = cg,

_10_y1_0 (w1 _ (O
dvs 01 <y2> —<0>,medlosn1ngen y = <y2> —<0>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
-2 1 -1
I';;r:Cg——yTA(;:(:g,—l, 2)_(07 0) |: 1 —1 _1:| :(37_17 2)

Eftersom rs, = ro = —1 &r minst, och < 0, ska vi lata z2 bli ny basvariabel.

Da behéver vi berdkna vektorn &z ur systemet Agay = ag,

1 0 a2\ 1 .. - (a2 _ 1
dvs [O 1] <a22> = <_1>, med lGsningen as; = <a22> = (_1>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av
b; by 2
tmaX:min{_—Z ‘ai2>0}:_—1:_.
% a;2 ai12 1

Minimerande index ar ¢ = 1, varfor x5, = x4 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xs.

Nu ar alltsa 8 = (2,5) och 0 = (1,4, 3).

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ ! 0] , medan As = [

-2 1 -1
-1 1 ’

1 0 -1

Basvariablernas virden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

L 0]/t (2 - (b (2
dvs [_1 1] <l_)2>_ <1>,medlosn1ngen b_<l_)2> —<3>.



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna véarden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 -1 yi _ (-1 () (-1
dvs [O 1]<y2>_< 0>,medlosmngen y—<y2>—< O>'

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

-2 1 -1
=l yTA =602~ (10| ] =,

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslésningen optimal.

Darmed ar punkten x; = 0, xo = 2, x3 = 0 optimal till det ursprungliga
problemet. Optimalvéardet ar z = —2.

2.(b)

Antag nu att ¢’ = (1,1, 2,0, 0) i stillet for (3,—1, 2, 0, 0).

Forsta iterationen blir likadan som forsta iterationen i (a)-uppgiften, sa att vi efter den
iterationen kommer till laget 8 = (2,5) och 6 = (1,4, 3), med

10 2 1 —1] = (2 -1
o d) a0 Sl e (E) ey = ()

Men reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

-2 1 -1
r;r = C;r - yTA5 = (17 07 2) - (_170) |: 1 0 —1 :| = (_17 17 1)

Eftersom r5, = r; = —1 &r minst, och < 0, ska vi lata z; bli ny basvariabel.

Da behéver vi berakna vektorn a; ur systemet Aga; = aj,

1 0 air\ [ —2 .. - fann) (-2
dvs [_1 1} ((_121) = < 1>, med l6sningen a; = ((‘121> = (_1>.

Eftersom a; < 0 sa kan x1 0ka obegransat, varvid malfunktionsvardet gar mot —oo.
Déarmed saknar problemet dndligt optimalvirde och algoritmen avbryts.

2.(c)

Om man i (b)-uppgiften ovan sétter 1 = ¢ och later ¢ 6ka fran 0, medan de Svriga ickebas-

variablerna ligger kvar vid 0, s& paverkas malfunktionen enligt z = Z + r1t = —2 — ¢, medan
basvariablernas virden paverkas enligt xg = b —at, dvs <i2> = ( ; > — t- <_§ )
5 _

l‘l(t) 0 1

l‘g(t) 2 2
Detta kan skrivas x(t) = | z3(t) | = 0 |+t | 0 | =xo+¢-d.

l‘4(t) 0 0

x5(t) 3 1

Da ar Ax(t) = b och x(t) > 0 for alla t > 0, dvs x(t) ar en tillaten 16sning for varje t > 0,
medan ¢"x(t) =c'xg+t-c'd=—-2—t— —co da t — +o0.

Speciellt med ¢t = 1000 sa erhalls den tillatna l6sningen X = (1000, 2002, 0, 0, 1003) med
malfunktionsvirdet ¢'% = —1002 < —1000.



2.(d)

Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b'y da ATy < c,
som for det primala problemet P1 i (a)-uppgiften, 6verfort till standardform,
ger foljande duala problem:

maximera 21+ Yo

da —2y1 + y2 < 3,
yio— Y2 < -1,

“y1 — Y2 < 2

Y1 < 0,

y2 < 0.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med y; och s

pa axlarna sa ser man att det blir en fyrhérning med hornen i punkterna

(=3/2,0), (=5/3, =1/3), (—3/2, —=1/2) och (-1, 0).

Vidare ser man, genom att rita nagra nivalinjer till malfunktionen 2y; 4 2, att den optimala
16sningen till detta duala problem &r § = (—1, 0)T, med optimalviirdet —2.

For det primala problemet P2 i (b)-uppgiften, 6verfort till standardform, erhalls foljande
duala problem, dar higerledet i forsta bivillkoret nu &ar 1 i stallet for 3:

maximera 21+ e

da —2y1 + y < 1,
v — Y2 < —1,

“y1 — Y2 < 2

Y1 < 0,

y2 < 0.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med y; och 9

pa axlarna sa ser man att det inte finns nagot y som samtidigt uppfyller

—2y1+y2 <1, y1—y2 < -1 och y2 <O.

Dérmed saknar det duala problemet tillatna l6sningar, vilket Overensstammer med dualitets-
satsen for LP eftersom det primala problemet P2 hade tillatna lésningar men saknade (dndlig)
optimallosning.



3.(a)
Att minimera 3 || Ax — b ||? &r ekvivalent med att 16sa normalekvationerna ATAx = ATb.

12 ~ (100 .. aTa _ [10 20 T _ (700
Eftersom A = [3 6] och b= <200> sa blir A'A = [20 40] och Ab—<1400>.

Allm#nna 16sningen till systemet ATAx = ATb ges da av

x — <700> 4t <_i> for godtyckliga virden pa parametern ¢ € IR.

3.(b)
Vi ska nu minimera 3 |/x|?> da ATAx = ATb, dvs bestiimma minsta-normlésningen
(MN-1I6sningen) till minsta-kvadratprolemet (MK-problemet) i (a)-uppgiften ovan.

Lat X vara en losning till ATAx = ATb, och lat @ vara en 16sning till AATu = AX.
D4 ges som bekant MN-16sningen till MK-problemet av & = ATq.

En 16sning till normalekvationerna ar enligt ovan t ex X = <7OO>, med AX = ( 7 >

210
5 15

. . T _
Vidare ar AA' = [15 A5

] . Allm#nna 16sningen till systemet AATu = AX ges da av

u= <151> + s- <_Z13> for godtyckliga viarden pa parametern s € IR.

Vi kan da vélja exempelvis a = , varur foljer att * = ATa = <14> ar den sokta

14
0 28
minsta-normlosning till minsta-kvadratproblemet.

3.(c)

Vi ska nu 16sa problemet att minimera 3 ||y — b||? déd y € R(A).

Men att y € R(A) dr ekvivalent med att y = Ax for ndgon vektor x € IR?,
sa vart problem hér ar ekvivalent med problemet i (a)-uppgiften ovan!

0
en optimal 16sning till problemet i (a)-uppgiften.

Enligt ovan ar varje vektor pa formen x = <70> + t- <_i>, med t € R,

210
ar den unika optimala 16sningen till problemet i denna (c)-uppgift.

For samtliga dessa optimala 16sningar ar Ax = <27100>, sa y = < 70 )



4.(a)
Lat de fyra givna punkterna heta (a;,b;), ¢ =1,2,3,4, och lat (z,y) vara de sokta
koordinaterna for den femte punkten. D& kan problemet formuleras:

minimera f(x,y) Z \/ (x —a;)? — b;)? , utan nagra bivillkor.

4.(b)

Derivering ger foljande, dir r; = \/(z — a;)2 + (y — b;)2,

och dér vi forutsétter att (z,y) # (as, b-) for i =1,2,3,4.
)2

—a;  Of — b % f —a;)?
:ana ’ 8_1/:Zy ;] 83;2 Z ’ 8y222%

02 = (a—a)(y — b)
8:an__z 3 ’

Med (al,bl) = (6,8), (ag,bg) = (—6,8), (ag,bg) = (—8, —6), (a4,b4) = (8, —6)

och

%

och (zM,yM) =(0,0) blir r; =9 = r3 = r4 = 10 samt

2 2 2
g:O,g:—0.4,ﬁ—02 M:0.27 o°f

Ox oy 0x? Oy Oxdy
sa Hessianen &r en diagonalmatris med strikt positiva diagonalelement,
dvs en positivt definit matris.

=0,

Dirmed bestéims Newtonriktningen dV) = (dgcl), d?gl))T

02 0 d 0 0
T — bsi 1) —
[ 0 0.2 } <dy> <O.4>’ med 16sningen d <2>

Vi provar ett steg med ¢, = 1, sa att (2, y@)T = (0 2)T
Da blir f(2?),y?) = 28v/2 = /1568, medan f(z(1), yM)) = 40 = /1600.

Eftersom f(z®,y®) < f(z™,yM) accepterar vi denna nya iterationspunkt,
och Newton-iterationen ar klar.

4.(c)
Om man i stéllet ska minimera summan av kvadraterna pa avstanden

kan problemet skrivas
4

minimera f(z,y) = Z ((z — a;)* + (y — b;)?) , utan nagra bivillkor.

ur ekvationssystemet

1=
Nu ar malfunktionen en kvadratisk funktion som kan skriva

z\'[8 0 T e\ [z
_ 1 T
=1 () [0 8] () ¢ () () e
dér c; = =23, ai, ¢y =—2) ;b och cog =Y ,(a? +b?).

Eftersom Hessianen ar en diagonalmatris med strikt positiva diagonalelement, dvs en
positivt definit matris, sa bestdms den unika optimala 16sningen ur ekvationssystemet

(5 8] (7)== () oo () == (5) -1 (5)

7

For de i uppgiften givna punkterna blir (z,y) = (0,1).



5.(a)
Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + Z yjg;(x) =
J

5 5
= x'x+c'x+ Zy](azi -1) = Z((l + yj)x? +cjz; — yj).
j=1 j=1
KKT-villkoren tillampade pa detta exempel innebéar darfor att foljande
fyra villkor ska gélla for varje j =1,...,5:
OL

(KKT-1) == =0, dvs 2(1+y;)a; +¢; =0.
J

(KKT-2) Tillaten punkt, dvs x? —-1<0.
(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa, dvs y; > 0.
(KKT-4) Komplementaritet, dvs y](:zzj2 —1)=0, dvs yj(z; —1)(z; +1) =0.

5.(b)
Vi kan analysera ovanstande KKT-villkor separat for varje enskilt index j.
For varje j har vi tva fall: y; = 0 och y; > 0.

Fall 1: y; =0.

Da ér (KKT-3) och (KKT-4) uppfyllda. Vidare ger (KKT-1) att z; = —¢;/2,

som uppfyller (KKT-2) om och endast om —2 < ¢; < 2.

Fall 2: y; > 0.

Da édr (KKT-3) uppfyllt. (KKT-4) ger att 2; = 1 eller —1, som bada uppfyller (KKT-2).
Om z; =1 sa medfor (KKT-1) att y; = —(¢; +2)/2,

som uppfyller y; > 0 om och endast om ¢; < —2.

Om z; = —1 sa medfor (KKT-1) att y; = (¢; —2)/2,

som uppfyller y; > 0 om och endast om c; > 2.

Sammanfattningsvis ger detta att

Om —2 < ¢; <2 sa uppfylls (KKT-1)(KKT-4) av &; = —% och g; = 0.
i —9
Om ¢; < —2 sa uppfylls (KKT-1)-(KKT-4) av 2; = 1 och g; = CJT
29
Om ¢; > 2 sa uppfylls (KKT-1)-(KKT-4) av &; = —1 och jj; = CJT

Speciellt om ¢ = (2.4, 1.6, 0, —1.8, —2.6)T s& uppfylls samtliga KKT-villkor
av X = (-1, -0.8, 0, 0.9, 1) och ¥ = (0.2, 0, 0, 0, 0.3)T.

5.(c)

Malfunktionen &r en kvadratisk funktion vars Hessian &ar en diagonalmatris med samtliga
diagonalelement = 2, vilket medfor att Hessianen ar positivt definit, vilket i sin tur medfor
att malfunktionen ar strikt konvex.

Den j:te bivillkorsfunktionen x? — 1 &ar en kvadratisk funktion vars Hessian &r en diagonal-
matris med det j:te diagonalelementet = 2 och 6vriga diagonalelement = 0, vilket medfor att
Hessianen ar positivt semidefinit, vilket i sin tur medfor att bivillkorsfunktionen ar konvex.

Vi har alltsa ett konvext problem, och da &r som bekant varje punkt X som uppfyller KKT-
villkoren en globalt optimal 16sning.



