Losningar till tentan i SF1861 Optimeringslara, 15 aug 2016

Uppgift 1.(a) Som vid varje formulering av ett LP-problem behéver vi specificera

— variabler,
— malfunktion (som ska vara linjér i variablerna), och
— bivillkor (som ska vara linjara i variablerna).

Variabler:

Xpr = kvantitet (kg) hasselnétter som anvénds for Familjeblandning under perioden,
Xpr = kvantitet (kg) hasselnotter som anvénds for Lyxblandning under perioden,
Xur = kvantitet (kg) mandel som anvands for Familjeblandning under perioden,

Xy = kvantitet (kg) hasselnotter som anvénds for Lyxblandning under perioden.

Malfunktion:

Forsiljningsintakten (kr) under perioden ges av Cp (Xgp+Xur) + Co(Xgr+Xur).
Inkopskostnaden (kr) under perioden ges av Cy (Xgrp+Xnur) + Cvu (Xpr+Xur).
Malfunktionen, som enligt problemlydelsen ska definieras som differensen mellan
foraljningsintakten och inkopskostnaden, ges da av

Cr(Xur+Xur) + Co(Xur+Xur) — Cu (Xgr+Xur) — Cu (Xyr+Xurr),

som ekvivalent kan skrivas

(CF—CH)XHF + (CL—CH)XHL + (CF—CM)XMF + (CL—CM)XML.
Bivillkoren:

Givna inkopsbegriansningar fran underleverantoren:
Xyr+Xgr < 250 och Xyr+Xur, < 300.

Garanterat hasselnotsinnehall i Familjeblandningen:
0.3(Xupr+Xur) < Xpr < 04 (Xpr+Xur),

som ekvivalent kan skrivas som de tva bivillkoren

0.3 XMF — 0~7XHF S 0 och 0.6 XHF — 0~4XMF S 0.

Garanterat hasselnétsinnehall i Lyxblandningen:
0.5(Xpr+Xvr) < Xpr < 0.6(Xugr+Xwmr),

som ekvivalent kan skrivas som de tva bivillkoren

0.5 XML —0.5 XHL S 0 och 0-4XHL — 0.6 XML S 0.

Slutligen maste samtliga variabler vara icke-negativa.

Problemformulering:

maximera (CF_CH)XHF + (CL_CH)XHL + (CF—CM)XMF + (CL—CM)XML

da Xpgr+Xpgr < 250,
Xvr+Xur < 300,

0.3 Xyr—07Xgr <0,
06 Xpyr —04Xyr <0,
0.5 Xmr — 05Xy <0,
0.4 Xpgr —0.6 Xy <0,

Xpr >0, Xpgr, 20, Xyr 20, Xy > 0.



Uppgift 1.(b)

1 010
. .. ) . ) . 01 0 1
Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen A = 1100
0 011
1 0 0 —1
. « ) ” . ) 01 0 1
Efter nagra “enkla radoperationer” erhalls matrisen 001 117 T.
000 O

Nu ar A 6verford till trappstegsform med tre trappstegsettor.
En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nummer 1, 2 och 3 i A.

1 0 1
0 1 0 B . .

De tre vektorerna AR och o | utesr alltsa en bas till R(A).
0 0 1

Observera att de bagge ekvationssystemet Ax = 0 och Tx = 0 har exakt samma losningsméangd,
eftersom de enkla radoperationerna inte &ndrar denna.

Men den allménna lésningen till Tx = 0 erhalls genom att séitta den variabel som inte svarar
mot nagon trappstegsetta, dvs x4, till ett godtyckligt tal toch darefter bestamma hur “trapp-
stegsvariablerna” maste bero av t for att Tx = 0 ska bli uppfyllt.

Detta ger att den allmanna losningen till Tx = 0, och darmed aven till Ax = 0, ar

r1 =1t, x9 =—t, x3 = —t och x4 =t, som kan skrivas
I 1 1
X = i?’ = _1 -t, for t € IR. Vektorn _1 utgor alltsa en bas till V'(A).
5 _ _
X4 1 1
1 010
N . . . T 01 10
Nu anvander vi Gauss—Jordans metod pa den transponerade matrisen A' = 100 1
01 01
1 00 1
. . ” . . 01 0 1
Efter nagra “enkla radoperationer” erhalls matrisen 00 1 -1
000 O
Analogt med ovan foljer att de tre forsta kolonnerna i AT, dvs vektorerna
1 0 1 -1
0 1 1 N . T - . . T
Lo och o | utedren bas till R(A"), medan | | utedren bas till N'(A").
0 1 0 1

Vi ser att var och en av basvektorerna till R(A) &r ortogonal mot basvektorn till N'(AT),
och att var och en av basvektorerna till R(AT) &r ortogonal mot basvektorn till A(A).
Detta ar helt i overensstammelse med de vilkdnda relationerna

R(A)T=N(AT), N(AT)L=R(A). R(AT):=N(A) och N(A)+=R(AT).



Uppgift 2.(a) Vi har ett LP-problem pa standardformen
minimera ¢'x dd& Ax=b och x>0,

8 76 543 210 b_40
01 23456 7 8|" \80

Startlosningen ska ha basvariablerna x1 och xg, sa att 5 = (1,9) och v = (2,3,4,5,6,7,8).
8 0 7T 6 5 4 3 21 ]

dir A = [ ) och ¢’ =(8,7,6,5,4,5,6,7,8).

Motsvarande basmatris ar Ag = [O 3 1 2345 6 7

}, medan A, = [

Motsvarande baslosning har xg = b och x, = 0, dér b ges av systemet A,gl_a = b,

[8 0] (b1 (40 - (b (5
dvs 0 8 <[—)2> = <80>’ med l6sningen b = <62> = (10>'

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna erhalls ur systemet ABT y = cg,

[8 0] (w1) _ (8 _(yr) _ (1
dvs 0 8 <y2> <8>,medlosnlngen y = <y2) = <1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r] =c) —yTA, =

7T 6 54 3 21
1 23 45 6 7

(7,6,5,4,5,6,7) — (1,1) [ ] =(-1,-2,-3,—-4,-3,-2,—1).

Eftersom r,, = r5 = —4 &r minst, och < 0, ska vi lata x5 bli ny basvariabel.
Da behover vi berdkna vektorn a5 ur systemet Agas = as,

8 0 ais \ 4 .. - (ai5\ _ 0.5
dvs [0 8} <&25> = <4), med losningen a5 = <625> = <0.5>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x5 kan ¢kas till ges av

bi 5 10 5 b
M —mind — | @5 >0p =min{ — , — o= — = —.
miln{aig, | s } mm{o.5 ’ 0.5} 05  am
Minimerande index &r ¢ = 1, varfor zg, = z1 inte lingre ska vara basvariabel.
Dess plats tas av x5, sa att = (5,9) och v = (1,2,3,4,6,7,8).
2 1
6 7|

4 0 8 7 3
5
Motsvarande baslosning har xg = b och x,, = 0, dir b ges av systemet Aﬁl_) = b,

4 8 0 1
(4 0] (b1 (40 - (b (10
dvs 18 (bg) = (80)’ med 16sningen b = (bg) = < 5 )
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna erhalls ur systemet Ag y = cg,

-4 4- Y1 . 4 . ) . 0
dvs 0 8 <y2> —<8>,medlosmngen y = <y2> = <1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r] =c) —yTA, =

12
8 76 5 3 21
01 235 67

Eftersom r, > 0 sa ar den aktuella tillatna baslosningen, dvs x = (0, 0,0, 0, 10,0, 0,0, 5)T,
en optimal 16sning till P. Optimalviirdet ir ¢'x =4-10+8-5 = 80.

Motsvarande basmatris ar Ag = { } , medan A, = { g g

(8,7,6,5,5,6,7) — (0,1) [ ] = (8,6,4,2,0,0,0).



Uppgift 2.(b) Néir primala problemet P &r pa standardformen
minimera ¢'x dd& Ax =b och x>0,
sa ar det motsvarande duala problemet D pa formen
maximera b'y da ATy <,

som utskrivet blir:

maximera 40y; 4+ 80y
da 8y; + Oy < 8,
Ty + 1y <7,
6y1 + 2y2 < 6,
Sy1 +  3y2 < 5,
dy1 + 4y < 4,
3y1 +  Sy2 < 5,
21 +  6by2 < 6,
lypm. + Ty2 < 7,
Oyp + 8y < 8.

En noggrann figur i ett koordinatsystem med y; ldngs horisontella axeln och ys ldngs vertikala
axeln visar dels att det tillatna omradet till D enbart har tva hornpunkter, namligen

1 0
M — 2 —
= (o) ey = (),

dels att det tillatna omradet till D &r obegransat och bestar av alla punkter
pa och sydvdst om foljande tre linjestycken:

1. Det vertikala linjestycket rakt soder om y(I), (dvs y; =1 och 1o < 0),
2. Linjestycket mellan punkterna y™ och y®, (dvs y1 =1—t och yo =1t for t € [0,1]),
3. Det horisontella linjestycket rakt vister om y®), (dvs yo =1 och g <0).

(Man kan notera att de fyra forsta bivillkoren samtliga &r uppfyllda med likhet i vy och
med strikt olikhet i y(?, att det femte bivillkoret &r uppfyllt med likhet i bade y*) och y?,
och att de fyra sista bivillkoren samtliga &r uppfyllda med likhet i y(?) och med strikt olikhet
iyM)

Nivakurvorna till malfunktionen 40y; + 80y2 ar parallella linjer vinkelrdta mot

vektorn (40,80)T, med viixande virden at nordnordost i figuren.

Den nivakurva som svarar mot det maximala virdet pa malfunktionen inom det
tillatna omradet ges ur figuren av den nivakurva som gar genom hornpunkten y?).

Denna hérnpunkt, med y; = 0 och yo = 1, &r alltsa enligt figuren en optimal 16sning till D.

Kontroll: Punkten y? uppfyller alla bivillkoren i D och har det duala malfunktionsvérdet
b Ty =40-0+80-1 =80 = det optimala primala malfunktionsvirdet i (a)-uppgiften.
Alltsa dr y@ en optimal 16sning till D.



Uppgift 2.(c):

Antag att x5 och zj ska vara basvariabler, dvs = (5,k), dar k # 5.
O . 4 9k

Da ges basmatrisen av. Ag = {4 E_1 ]

Motsvarande baslosning har xg = b och x,, = 0, dir b ges av systemet Aﬁf) = b,

4 9-k] (b1 _ [40 - - (b 1 [15k-95
dvs [4 k:—l] (52) = <8O>,med losningen b = <52> - 20 .

Baslosningen svarande mot 5 = (5, k) ges alltsa av

15k—95 20
S P e
Detta ar en tillaten baslosning om och endast om x5 > 0 och x; > 0,
vilket &r uppfyllt om och endast om k > 5 och 15k > 95,
vilket i sin tur &r uppfyllt om och endast om k € {7,8,9}.

och z; =0 for j ¢ {5,k }.

Det finns alltsa tre olika tillatna baslésningar med x5 som en av basvariablerna:

B =(5,7) med x3 = (:c5,1:7)T = (5,10)T,

B = (5,8) med x5 = (z5,28)" = (25/3,20/3)7,

B=(59) med x5 = (z5,29)" = (10,5)T.

Malfunktionsvardena for dessa tre tillatna baslosningar ges av

60k —380 . 20k —20 _ 80,
k—5 k—5

vilket enligt (a)-uppgiften ar optimalvéardet till P.

55 + cpxy = 4das + (k‘—l)l‘k =

Alla de tre tillatna baslésningarna ovan ar alltsa optimala baslésningar till P.



Uppgift 3.(a)

Problemet kan skrivas pa formen:

minimera f(x)
da ¢i(x) <0, i=1,2,

2 (23 + 23+ 23 + 23),
91(x) = p — 4z — 3zo — 223 — lay,
( q— lxy — 229 — 3x3 — 4u4.

KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

of 092, 0 e '
(KKT1) a—gjj(x) + a—J(x) + 1y a—%(x) =0, forj=1,2,3,4:

1 —4y1 — 1y2 = 0,
x2 —3y1 — 2y2 =0,
3 —2y1 — 3y2 = 0,
x4 — ly; — 4ys = 0.

(KKT2)  Tillaten punkt, dvs ¢;(x) <0 for i =1,2:
p—4x1 — 3xe — 223 — 1oy < 0,
q—lxr; — 229 — 323 — 424 < 0.

(KKT3)  Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
Y1 > 07
y2 > 0.

(KKT4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i = 1,2:
y1(p — 4wy — 3xg — 223 — lay) = 0,
y2(q — lxy — 229 — 33 — 4x4) = 0.

Uppgift 3.(b)

Vi séker nu en 16sning till (KKT1)-(KKT4) sadan att de bada olikhetsvillkoren i KKT2 &r
uppfyllda med likhet i x. Da kommer de béagge ekvationerna i (KKT4) att bli automatiskt
uppfyllda, sa det récker att soka en 16sning till foljande atta villkor:

r1 — 4y — ly2 =0,

xo — 3y1 — 2y2 = 0,

3 —2y1 — 3y2 =0,

gy — 1y —4y2 =0,
p—4x; — 3x9 — 223 — 1oy = 0,
q— lxy — 2x9 — 3x3 — 4x4 = O,
y1 >0,

y2 > 0.



.. . 14 3 21 (P
Infor matrisen A = [1 9 3 4] och vektorn b = (q)

Da kan ovanstaende atta villkor skrivas

x— ATy =0,
b— Ax =0,
y>0.

Inséttning av x = ATy i Ax = b ger ekvationssystemet AATy = b, som i vart fall blir

30 20 n\ _(p . . 1 (3p—2¢
[20 30] (yz) = <q>’ med losningen y = 50\ 30—2p )

Denna 16sning uppfyller ¥ > 0 om och endast om 3p > 2q och 3¢ > 2p,

2 3
dvs om och endast om ?q <p< ?q

For dessa virden pa p och ¢ ges motsvarande 16sning X av

471 + 192 2p—q
. . 371 + 292 1 P
X:AT = N N = —
Y 291 + 372 10 q
191 + 499 2q—p

Uppgift 3.(c)

Bivillkorsfunktionerna g; ar linjéra, och ddrmed &dven konvexa.

Malfunktionen f &r en kvadratisk funktion med Hessianen H = I = enhetsmatrisen (4x4)
som Ar positivt definit, vilket medfor att f dr en konvex funktion pa IR*.

P ar alltsa ett konvext optimeringsproblem. Dérmed &r (enligt en kénd sats) varje
KKT-punkt till P d&ven en globalt optimal 16sning till P.

2p—q
2q 3 .. . 1 P : .
Slutsats: Om — <p < 3 sa ar X = 0 en globalt optimal 16sning till P.
2q—p



Uppgift 4.(a) Vi anvinder oss av att en symmetrisk 2 x 2-matris H = [ Z i}

* dr positivt definit (p.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b> > 0,
* &r positivt semidefinit (p.s.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b2 > 0,
vilket kan verifieras med exempelvis en LDLTfaktorisering.

Malfunktionen &r f(x) = ;2 —z1 — 3120 + 2323,

3 2

) ) 7 _ (7] —1—22+ 21125

Gradienten till f ges av Vf(x)' = ( —_— 2x%m2, )
2 2 _

och Hessianen till f ges av F(x) = { Svy+ 2w, dmrz =1 ] .

dz1z0 — 1 272

Startpunkten ges av x(1) = <(1)>, med Vf(x)T = <_(1)> och F(x(V) = {_:13 7; }
Eftersom F(x()) &r positivt definit (3 > 0, 2 > 0 och 3-2 — (=1)? > 0) sa bestdms
Newtonriktningen d") ur ekvationssystemet F(x(1))d = -V f(x(M)T, som hér blir

3 -1 0 . 1/5
= (1) =
[_1 2]d <1>,med 16sningen d (3/5).

Vi provar forst steget t1 = 1, sa att x®) = x() 4 ,dM) = x4 41 = <g?§>

Da blir f(x?) =-.. = =552/625 < —3/4 = f(x(1)), sa steget t; = 1 accepteras.
Déarmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod och erhallit

6/5> med f(x(?) = —552/625.

iterationspunkten x(2) = (3 /5

Uppgift 4.(b)

Forst ska vi avgora om X = (0, —1)T &r en lokal minpunkt till f. Vi har att

ViIE)T = (8) och F(X) = [_f (1)] som ej #ir p.s.d. (ty 2-0—(—=1)2 <0).

Nodvandiga villkor for att X ska kunna vara en lokal minpunkt till f ar att

Vf(%)T &r nollvektorn och F(X) &r positivt semidefinit (p.s.d.).

Men eftersom F(X) inte ar p.s.d. sa kan X inte vara en lokal minpunkt till f,

och darmed inte heller en global minpunkt till f.

Sedan ska vi avgora om % = (1,0.5)7 &r en lokal minpunkt till f. Vi har att
D1

V)T = (8) och F(%) = [3? 2} som ir p.d. (ty 3.5 >0, 2>0, 3.5-2—12>0).

Tillrdckliga villkor for att X ska vara en lokal minpunkt till f ar att

Vf(%)T #r nollvektorn och F(X) &r positivt definit.

Eftersom bada dessa villkor ar uppfyllda sa dr X en lokal minpunkt till f.

Aterstar fragan om % ér en global minpunkt till £, dvs om f(%) < f(x) for alla x € IR2.
Notera forst att iaj‘l" — x1 ar en konvex funktion i z1 med globalt minimum for z; =1
(dér derivatan &r noll), vilket ger att 32} —z1 > § —1 = —0.75 for alla x € IR%.
Notera sedan att —z1z2 + 2322 = (172 — 0.5)% — 0.25 > —0.25 for alla x € IR2.
Tillsammans ger detta att f(x) > —0.75 — 0.25 = —1 for alla x € IR%.

Men med % = (1,0.5)T &r f(%X) = —1, s& % dr en global minpunkt till f.



5.(a) Problemet
P: minimera 3| x—ql?=3(x—q)"(x—q) da a"x =1,
ar ekvivalent med ett QP-problem pa formen
minimera %XTHX +c'x da Ax =b,

med H =T (enhetsmatrisen), ¢ = —q, A =a' och b =b.
Lagrangevillkoren for P blir darfor foljande: Ix —aw =q och a'x =b.

Eftersom I &r en diagonalmatris med strikt positiva diagonalelement sa ar I positivt definit,
vilket medfor att Lagrangevillkoren ar saval nodvandiga som tillrackliga for en globalt optimal
16sning till P.

Inséttning av x = q+awu i a'x =b ger ekvationen a'au =b— a'q, med 16sningen

b—a' b—a'
U= ad , varefter den optimala 16sningen X till P ges av X = q + ad a
ala ala
b— T ,\2 T, b 2
Da blir || —q|? = (k—q)T(%—q) = b-a a7 a'a= M, vilket skulle visas.

(aTa)? ala
5.(b) Anvéndning av formeln ovan, med x i stéllet for q, ger att

di(x)? = 22, do(x)? = x%, d3(x)? = x% och

(221 + z2 + 223 — 9)2

dy(x)? = =(2 1 225 —3)2
4(x) 22+1-1+22 (521 + 522+ 523 -3)
1 0 0 0 1
e |0 1 0 |0 . L To
Om vi infor A = 00 1 och b= 0| % att Ax—b = 25 ,
% % % 3 %x1+%x2—|—%x3—3

s& blir alltsd dy(x)? + da(x)? + d3(x)? + da(x)? = ||[Ax—b|?,

och vart problem blir féljande minsta-kvadratproblem:
minimera 3 [[Ax—bl> da x € IR,

vilket #r ekvivalent med normalekvationerna ATAx = ATb, som i detta fall blir

1 13 2 4 1 2
-1 2 10 2 1 | =11
4 2 13 T3 2
T 2t 4t
Med den foreslagna ansatsen | 1 | =| ¢t | blir vansterledet ovan = | 2¢ |, som Gverens-
xs 2t 41

stdmmer med hogerledet ovan om ¢ = 0.5. Optimal 16sning till P ar alltsa x = (1, 0.5, 1)T.



