Losningar till tentan i SF1861 Optimeringslara, 14 aug 2017

Uppgift 1.(a)

Som vid varje formulering av ett LP-problem behdver vi specificera
— variabler,

— malfunktion (som ska vara linjér i variablerna), och

— bivillkor (som ska vara linjéara i variablerna).

Variabler

Vi infér f6ljande variabler z;; (i sorten ton), for i =1,2,3 och j =1,2,3, 4:

x;; = kvantitet brénsle som flygbolaget bestéller fran Levi for leverans till Fp j.
Da har vi tolv variabler x;;, och variabelvektorn x kan skrivas

X = (T11, T12, 13, T14, T21, T22, T23, Tod, T31, T32, T33, T34) -

Malfunktion

Vi infér foljande konstanter ¢;; (i sorten kkr/ton) for i =1,2,3 och j =1,2,3,4:
c;j = priset (per ton) for leverans fran Levi till Fp j.

Dessa konstanter kan samlas i en vektor c:

c= (011, C12, C13, C14, C21, C22, C23, C24, C31, C32, C33, 034)T~

Den givna tabellen ger att ¢ = (5,4,4,5,7,4,4,6,8,6,5,7)7.

Da kan malfunktionen, som star for flygbolagets kostnader for bransle, skrivas:
c'x = 11711 + 112 + -+ - + C34234 = b1y + 4T + - + T34

Bivillkor

Den begransade totala kapaciteten hos respektive leverantoér ger bivillkoren
11 + 212 + 213 + 214 < 81,

To1 + X2 + Tog + x4 < So,

31 + 32 + 133 + r34 < S3,

dar s; = 600, s = 350 och s3 = 450.

Brénslebehovet vid respektive flygplats ger bivillkoren
11 + x21 + 231 = dy,

T12 + T2 + x32 = da,

T13 + T23 + w33 = d3,

T14 + Toa + X34 = dy,

dar d; = 200, dy = 300, d3 = 400 och d4 = 500.
Slutligen maste alla variabler vara icke-negativa, dvs
x5 >0, fori=1,2,3 och j =1,2,3,4.

Kompakt LP-formulering:
minimera 37, Z?Zl CijTij
da Y5y @i < s, fori=1,2,3,
S aiy =dj, for j =1,2,3,4,
zi; >0, for i =1,2,3 och j=1,2,3,4.

Korrekt formulering utan anvindning av symbolen ” >~” kan ocksa ge full poéng.



Uppgift 1.(b)

S Ot
O 00

1
Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen A = | 2
3

1
Efter nagra “enkla radoperationer” erhélls matrisen | 0

Nu ar A overford till trappstegsform med tva trappstegsettor.
En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A
som svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nummer 1 och 2i A.

1 4
De tva vektorerna | 2 | och | 5 | utgor alltsa en bas till R(A).
3 6

Observera att de bagge ekvationssystemet Ax = 0 och Tx = 0 har exakt samma losningsméangd,
eftersom de enkla radoperationerna inte &ndrar denna.

Men den allménna l6sningen till Tx = 0 erhalls genom att forst sdtta den variabel som
inte svarar mot trappstegsettor, dvs z3, till ett godtyckligt tal ¢, dvs x3 = ¢, och darefter
bestamma hur “trappstegsvariablerna” z; och xo maste bero av ¢ for att Tx = 0 ska bli
uppfyllt. Detta ger att den allménna lésningen till Tx = 0, och ddrmed &ven till Ax = 0, ar

I 1
r1=t, x9 = —2t, r3=1t, som kan skrivas x=| a2 | = | -2 |-¢t, fort € IR.
I3 1
1
Av detta framgér att vektorn | —2 | utgor en bas till N'(A).
1
1 2 3
Vi upprepar nu ovanstaende metodik pa matrisen AT = |4 5 6
7 89
1 0 -1 _
Efter nagra “enkla radoperationer” erhalls matrisen | 0 1 2 [ =T
0 0 O
Nu ar AT 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor, i kolonnerna 1 och 2.
1 2
De tva vektorerna | 4 | och [ 5 | utgdr alltsa en bas till R(AT).
7 8

Slutligen ges den allménna 16sningen till 'i‘y = 0, och dirmed #ven till ATy =0, av
1

Y1 =t, yo = —2t, y3 =1, sa att vektorn [ —2 | utgdr en bas till N(AT).
1

Man kan notera att for den aktuella matrisen A giller att N(AT) = A (A), och dirmed
dven R(AT) = N(A)+ = N(AT)+ = R(A). De tva erhéllna basvektorerna for R(A) utgor
alltsa en bas #dven for R(AT), och vice versa.



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,

o 21 -1 1 (T -
daurA—[1 5 1 _1], b—<8> och ¢’ =(5,4,3,2).

Den forslagna 16sningen har basvariablerna z; och 2, dvs 8 = (1,2) och 6 = (3,4).

2 1 -1 1
Motsvarande basmatris ges av Ag = {1 2} , medan Ags = [ 1 1 ]
Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

2 1] (b (7 - (b (2
dvs [1 2} <[—)2> = <8)’ med l6sningen b = <52> = <3),
dvs x1 = 2 och zo = 3, vilket stdmmer med forslaget.

Vektorn y med simplexmultiplikatorernas véirden erhalls ur systemet Agy = cg,

dvs {1 2} (yg) = <4>, med lGsningen y = <y2> = <1>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

=l yTA = G2 - @0 | | =62 - Ly =@.

Samtliga reducerade kostnader ar icke-negativa, sa den aktuella baslosningen
(= den i tentauppgiften foreslagna 16sningen) x = (2,3,0,0)T &r optimal, med
optimalvirdet ¢'x =5-2+4-3 = 22.

Eftersom det primala problemet &r: minimera ¢'x dd Ax=b och x >0,

sa dr det motsvarande duala problemet: maximera b'y da ATy <c,

som utskrivet blir:
maximera 7y + 8y

da 2y + yo
Y1 + 22
—Y1+ Y2
Yi— Y2

INININIA
DO Lo s Ot

Vektorn y = (2,1)T med simplexmultiplikatorer fér den optimala baslosningen till det primala
problemet uppfyller alla bivillkor i det duala problemet, och har duala malfunktionsvardet
by =7-24+8.1=22=c"x, vilket visar att y = (2,1)7 &r en optimal 16sning till det duala
problemet.



Uppgift 2.(b)
Efter inférande av slackvariabler x5 och xg far vi ett nytt LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,
2 1 -1 1 1 0

.. B (7 T _
dirnu A = 1 2 1 -1 o _1}, b_<8> och ¢' =(5,4,3,2,0,0).

Vi startar fran baslosningen ovan, med = (1,2) och 6 = (3,4,5,6),
som ar en tillaten baslosning &ven till detta nya problem.

Vektorerna b och y blir desamma som ovan.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

-1 1 1 0
r}:cg—yTA5:(3,2,0,0)—(2,1)[ L 21 0 _1]:(4,1,—2,1).

Eftersom rs, = r5 = —2 ar minst, och < 0, ska vi lata x5 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a5 ur systemet Agas = as,

2 1 a5\ 1 .. - f(ai5\ _ 2/3
dvs [1 2} <&25> = <O)’ med 16sningen as = <&25) = (_1/3>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x5 kan ¢kas till ges av
b; 2 b
M8 — mip { | a;s >0 :7:771.
A ; 2 / 3 ais
Minimerande index &r ¢ = 1, varfor x5, = x1 inte ldngre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xs.

Nu ar alltsa 8 = (5,2) och 6 = (3,4,1,6).

11
0 2

Qa5

-1 1 2 0

},medan A(;:[ 1 -1 1 -1l

Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 1] (b (7 - (b (3
dvs 0 2 <l_72> = <8)’ med l6sningen b = <l_)2> = <4>
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

(1 0] Y1\ _ 0 . . (Y1) 0
dvs 12 (yz) = <4>, med losningen y = <y2) = <2>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

r}:c}—yTA5:(3,2,5,0)—(0,2)[_1 L2 0]:(1,4,3,2).

1 -1 1 -1
Eftersom reducerade kostnaderna &r icke-negativa sa ar den aktuella 16sningen optimal.

x5 = 3, w2 = 4, ovriga z; = 0, med optimalvardet = 16.



Uppgift 3.(a)

Problemet kan skrivas pa formen: minimera %XTHX +c™x da Ax =b, dar

100000 0
SR N 1 I T IIY
H= , c= , A= -1 0 1 1 0f, b=[ 2
000100 0 0 1 0 1 . 5
000010 0
00000 1, 0

H é&r en diagonalmatris med alla diagonalelement > 0, sa ar H positivt definit.
Enligt en kiind sats &r da % € IRS en optimal 16sning till problemet om och endast om
det finns en vektor @ € IR? sddan att (%, 1) dr en 16sning till foljande Lagrangevillkor:

Hx - A'u = —-c
Ax = b

I det aktuella problemet &r H =TI och ¢ = 0, sa ovanstaende Lagrangevillkor férenklas till

x=A"u
Ax=Db

Vi ska nu, for var och en av de tre givna punkterna x x@ och x®), underska om det
finns en motsvarande vektor u sa att Lagrangevillkoren blir uppfyllda.

Vi undersoker forst vilka av de tre punkterna som uppfyller Ax = b.
Vi far att Ax(Y) = b och Ax®® = b, men Ax®) £ b.
Alltsa kan x®) ej vara en optimal 16sning.

Det aterstar att underscka om x(!) eller x) uppfyller x = ATu fér nagon vektor u € IR

2 1 -1 0 Ul —U2
2 1 0 -1 Uy Ul —U3
2 1 0 0 U U

X Alu 2 0 1 -1 U3 Ug — U3
2 0 1 0 Ug U2
2 L0 0 1] us3

Ekvationerna 3, 5 och 6 ger att u; =uz=u3=2, men da uppfylls inte (t ex) ekvation 1.
Alltsé kan x(1) ¢j vara en optimal 16sning.

1 1 -1 0 UL — U2
2 1 0 -1 ul U1 —us
3 1 0 0 U U

X Alu — 1 0 1 -1 us U2 —Us3
2 0 1 0 Uy U2
1 L 0 0 1 | us

Ekvationerna 3, 5 och 6 ger att u; =3, ue=2 och ug=1.
Med dessa virden pa u; uppfylls dven ekvationerna 1, 2 och 4!

Alltsa ar x) en optimal 16sning till problemet.



Uppgift 3.(b)

Aven problemet P2 kan skrivas pa formen: minimera %XTHX +c™x da Ax =b, dir nu

0000O00O0 01

000000 c

000000O0 cz L1000 0
H= , c= JA=|-1 0 0 1 0l,b=| 2
000000O0 cu o0 . 5
000000 cs

100000 O] c6

H ir nu nollmatrisen som r positivt semidefinit (ty v Hv =0 > 0 for alla v € IRS).
Dirmed #r % € IRS en optimal 16sning till P2 om och endast om det finns en vektor @ € IR3
sadan att (%X,1) ar en l6sning till Lagrangevillkoren

Hx - A"u = —-c
Ax = b

I det aktuella problemet & H = nollmatrisen, sa ovanstaende Lagrangevillkor forenklas till

ATu=c
Ax=Db

Eftersom Ax(®) # b kan x(3) aldrig vara en optimal 16sning.

Men eftersom Ax() = b och Ax® = b sa &r bade x(!) och x?) optimala 16sningar om
vektorn ¢ #r sadan att systemet ATu = ¢ har nagon 16sning u, dvs om c ligger i bildrummet
till matrisen AT.

Ett exempel pa en sadan vektor far vi om vi sitter u = (3,2,1)T varvid ATu = (1,2,3,1,2,1)T.
Om alltsé ¢ = (1,2,3,1,2,1)T sa &r bade x(1) och x? optimala 16sningar till P2.
(Men det finns o#indligt manga andra vektorer c i bildrummet till AT.)



Uppgift 4.(a) Vi anvinder oss av att en symmetrisk 2 x 2-matris H = [ Z i}

* dr positivt definit (p.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b> > 0,
* &r positivt semidefinit (p.s.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b2 > 0,
vilket kan verifieras med exempelvis en LDLTfaktorisering.

Malfunktionen &r f(x) = (z14+22)% + (z1+22)? + (11 —2)? + (22—4)%

3(1’1 —|—$2)2 + 2(:E1 —I—J:‘Q) + 2(.%'1—2))

Gradient till f ges dd av Vf(x)" = <3(m1+x2)2 b 21 +a) + 2wa—4)

6(x1+x2) +2 6(21+x2)+4

:;‘) och F(x() = [;l ﬂ

Eftersom F(x()) #r positivt definit (4 > 0, 4 > 0 och 4-4 — 22 > 0) sa bestéims
Newtonriktningen d™ ur ekvationssystemet F(x(M))d = -V f(x(M)T, som hir blir

4 2 4 0
[2 4]d (8>,med l6sningen d <2>

Vi provar forst steget ¢1 = 1, sd att x = x4+ ,d® = x® 4 40 = <(2)>

och Hessianen till f ges av F(x) = [6($1+x2) +4 6(zitay) +2 } .

Startpunkten ges av x() = (8), med Vf(x(M)T = <

Da blir f(x?) =20 = f(x(), sa steget t; = 1 accepteras ej.
Vi provar da i stallet steget ¢1 = 0.5, sa att x@ = x() 4+ ,dM = xM) 40540 = (?)
Da blir f(x®) =15 < 20 = f(x1)), sa steget t; = 0.5 accepteras.

Dérmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod och erhallit

iterationspunkten x(2) = <(1)> med f(x(Q)) = 15.

Uppgift 4.(b)
Eftersom bivillkor saknas maste varje lokal minpunkt till f(x) uppfylla att

_ (Serra 2ot 122 ) _ (0
V)T = <3(;,;1+m;)2 + 2(:61+xz) + 2(35;*4) > Bl <0>

Genom att subtrahera den forsta ekvationen fran den andra sa erhalls att zo = 21 + 2.
Om man sétter in detta i nagon av de tva ekvationerna sa erhalls att

3(221+2)2 + 2(221+2) + 2(z1—2) = 0, dvs 1222 + 3021 + 12 = 0,

dvs w% + 2.521 + 1 = 0, med l6sningarna z; = —0.5 och z; = —2.

Motsvarande varden pa xo = x1 + 2 ar 9 = 1.5 och 25 = 0.

De enda Iésningarna till Vf(x)T = (8) ar alltsa x = (_(1)§> och X = (_g) .

F(x) = [180 180} ar positivt definit, sa X = <_(1)§> ar en lokal minpunkt, medan

F(x) = [_1 0 _—180] ej ar positivt semidefinit, sa X = < 0) ar ej en lokal minpunkt.



Uppgift 4.(c)
Eftersom mingden C, = {(x1,22)" € IR? | 1 +x2 > a} dr en konvex mingd med inre
punkter, t ex x = (a,1)T, sa dr funktionen f konvex pa C, om och endast om Hessianen

F(x) ar positivt semidefinit for alla x € C,,.

| 671 +6x04+4 6x1+6x04+2

Men F(x) = 621 +620+2 621+629+4

ar positivt semidefinit om och endast om

(i) 6x1+6x24+4 >0,

(ii) 6x14+6x2+4 > 0, och

(iii) (621 +6x2+4) (621 +6x2+4) — (621+622+2)2 > 0.
(

(

i) och (ii) &r uppfyllda om och endast om z1+xz2 > —2/3.

iii) dr uppfylld om och endast om (6z1+6x2+4)? — (621 +622+2)% = (konjugatregeln) =
((6x1+6x24+4) — (6x1+6x2+2))((6x1+6x2+4) + (621+622+2)) = 2 (1221 +1222+6) > 0,
dvs om och endast om x1+xz9 > —1/2.

Slutsatsen blir att F(x) ar positivt semidefinit om och endast om x;+z9 > —1/2.

Det mista vérde pa a for vilket f ar konvex pa C, &r ddrmed a = —1/2.



Uppgift 5.(a) Problemet kan skrivas pa formen:

minimera  f(x)
da ¢1(x)

<0
g2(x) <0

dir f(x) = 422 — 323 + 522 — 223,
g1(x) = 2% + 23 + 23 + 23 — 4,
g(x) =1—12% — 23 — 23 — 23.
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

g1 dg2
axj Y1 g, ) T Y2 5,

(KKT1) (

2x1 (4 +y1 — ) =0,
(—
(

x) + (x) =0, for j = 1,2,3,4:

219 3+y17y2)—0
2x3 5+y1 )—0,
224 (— 2+y1—y2):0-

(KKT2)  Tillaten punkt, dvs g;(x) <0 for i =1,2:
23+ 2+ a3+ 27 -4<0,

1—a? — 23— 2% — 23 <0.

(KKT3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
Y1 > 07
y2 > 0.

(KKT4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i =1,2:

yi (@t + oy +ag+ai—4)=0,
v (1= 07— 23— 23— a3) = 0.
Uppgift 5.(b)
Ur (KKT4) foljer att minst en av y; och yo maste vara = 0. ........................... ™)

Ur (KKT1) foljer att minst tre av de fyra variablerna x; maste vara = 0.
A andra sidan kan inte alla fyra vara = 0 samtidigt, ty da uppfylls inte (KKT2).
Alltsa ar, i varje KKT-punkt, exakt tre av de fyra variablerna x; = 0.

Antag forst att 1 # 0 medan 9 = x3 = x4 = 0.
Da foljer ur (KKT1), (*) och (KKT3) att y; = 0 och yo = 4,
varefter (KKT4) ger att z; = 1 eller —1.

Antag sedan att o # 0 medan xz3 = x4 = x1 = 0.
Da foljer ur (KKT1), (*) och (KKT3) att y; = 3 och y2 =0,
varefter (KKT4) ger att zo = 2 eller —2.

Antag nu att z3 # 0 medan x4 = 21 = 22 = 0.

Da foljer ur (KKT1), (*) och (KKT3) att y; =0 och y2 = 5,
varefter (KKT4) ger att z3 = 1 eller —1.

Antag slutligen att x4 # 0 medan x1 = x5 = x3 = 0.

Da foljer ur (KKT1), (*) och (KKT3) att y; = 2 och y2 =0,
varefter (KKT4) ger att x4 = 2 eller —2.



Problemet har alltsa 8 KKT-punkter x*), med motsvarande malfunktionsvirden f(x®)):

x<1>:(1 0,0,0)T, f(x)=4,
D= (-1 0 0)T, f(x®)=4,
:(0 2,0,0)T, f(x®)=-12,
Y=(0,-2,0,0)T, f(xW)=-12,
5 =(0,0,1,0)T, f(x®)=5,
6) =(0,0,-1,0)T, f(x®)=5,

<7>=(0,0,0 T, f(x) = =8,

x® =(0,0,0,-2)T, f(x®)=-s.

Uppgift 5.(c)

Samtliga KKT-punkter ovan &r tillatna losningar till problemet, pga (KKT2), och det foljer
fran de berdknade malfunktionsvérdena att de enda av KKT-punkterna som kan vara globalt
optimala l6sningar ir x(®) och x*), bada med malfunktionsvardet —12.

Att bevisa att x3) och x*) verkligen &r globalt optimala lésningar &r ekvivalent med att
bevisa att det inte finns nagon tillaten 16sning x till problemet med f(x) < —12, och det kan
goras pa exempelvis foljande satt:

Antag att x = (21,72, 23,24)" ar en tilliten 16sning till problemet, dvs att
e+ ai4ai4a2—4<0 och 1—2f—23—22-zi<0.

Da ar

f(x) = 422 — 323 + 522 — 222
4:6%—3:6%—1—5:6%—236?1—1—3(3:%—1—3:3+x§+xi—4)
4a? — 3% + 53 — 223 + 32% + 323 + 3% + 327 — 12
—12 + 723 + 023 + 823 + 23
—12.

v

v

Slutsatsen #r att de bada KKT-punkterna x) = (0,2, 0, 0)T och x*=(0,-2,0,0)T,
bégge med malfunktionsvardet —12, ar globalt optimala lésningar till problemet.

Alternativt bevis av att x(3) och x4 #r globalt optimala 13sningar:

Det tillatna omradet ar begrénsat och dessutom slutet, eftersom bivillkorsfunktionerna &ar
kontinuerliga. Vidare ar malfunktionen kontinuerlig. D& vet vi att det existerar minst en
globalt optimal 16sning till problemet.

Varje punkt i tillatna omradet &r en reguldr punkt, ty hogst ett bivillkor &r aktivt och
gradienten till motsvarande bivillkorsfunktion ar nollskild (sa att gradienterna till de aktiva
bivillkorsfunktionerna ar linjért oberoende). Varje globalt (eller lokalt) optimal 16sning maste
dérmed vara en KKT-punkt.

Eftersom det endast finns dndligt manga (atta stycken) KKT-punkter sa dr de KKT-punkter,
i detta fall x® och x¥, som har l4gst malfunktionsvirde globalt optimala lésningar.
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