Losningar till SF1861/SF1851 Optimeringslara, 3/6 2014

Uppgift 1.(a)

Problemet ar ett minkostnadsflodesproblem med 6 st noder F1, F2, K1, K2, K3, K4,

hér kallade 1,2,3,4,5,6,

samt 8 st bagar (F1,K1), (F1,K2), (F1,K3), (F1,K4), (F2,K1), (F2,K2), (F2,K3), (F2,K4),
héar kallade (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6).

Den foreslagna losningen svarar mot ett uppspannande trad i ndtverket, bestaende av bagarna
(1,3), (1,4), (2,4), (2,5) och (2,6), dvs mot en baslosning till problemet.

Det ar en tillaten baslosning, ty balansekvationerna ar uppfyllda i alla noder och inga variabler
ar negativa.

Man beréknar simplexmultiplikatorer y; ur villkoren y; — y; = ¢;; for basvariabler
(dvs tradbagar), samt yg = 0. Det ger att y = (5, 3, -2, —1,—-2, 0).
Dérefter berdknas reducerade kostnader for icke-basvariabler ur r;; = ¢;; — v; + v;.

Det ger att 115 =8 —-5+(-2)=1, rig=6—-54+0=1, r93=6—-3+(-2) = 1.

Eftersom alla r;; > 0 &r den foreslagna 16sningen optimal.



Uppgift 1.(b)

Vi soker baser till underrummen N'(A) och N(A)*L.

Men N(A)+ = R(AT), och R(AT) = R(A), eftersom den givna matrisen #r symmetrisk,
sa vi soker darfor baser till underrummen N (A) och R(A).

Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod for att overfora A till trappstegsform:

1 -1 0 0 1 -1 0 0
1 2 -1 0 0 1 -1 0
A=l 0o 1 2 1| 7 lo o 1 1| T
0 0 -1 1 O 0 0 0

Nu ar A overford till trappstegsform med tre trappstegsettor.
En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nummer 1, 2 och 3 i A.

1 -1 0
~1 2 ~1 ) . . N -
De tre vektorerna ol | -1 och o | utgdr alltsa en bas till N(A)*- =R(A").
0 0 -1

Nu till nollrummet. De bagge ekvationssystemet Ax = 0 och Tx = 0 har exakt samma
l6sningsméangd, eftersom de enkla radoperationerna inte d&ndrar denna.

Men den allménna l6sningen till Tx = 0 erhalls genom att forst sidtta den variabel som
inte svarar mot trappstegsettor, dvs x4, till ett godtyckliga tal ¢t och darefter bestdmma hur
“trappstegsvariablerna” x1, x2 och x3 maste bero av t for att Tx = 0 ska bli uppfyllt.

Detta ger att den allménna losningen till Tx = 0, och ddrmed aven till Ax = 0, ar
r1=1t, xo9 =t, x3 =1, x4 =t, som kan skrivas

1 1 1
X = iQ = t. 1 , vilket medfor att vektorn 1 utgor en bas till N'(A).
3
T4 1 1

Vektorn (6, —3, -2, —1)T ligger inte i N'(A) ty det finns inget viirde pa ¢t som gor att
(6,-3,—2,—1)T =t-(1,1,1, 1)T.

Diremot ligger vektorn (6, —3, —2, —1)T i A(A)* eftersom den &r ortogonal mot
basvektorn (1, 1, 1, 1)T, och dérmed ortogonal mot varje vektor i N'(A).



Uppgift 2.(a)

Infor slackvariabler x4, x5 och zg sa att problemet blir pa standardformen

minimera c¢'x
da Ax=b,
x >0,
1 1 0 -1 0 0 2
dir A=|1 0 1 0 -1 0|, b=|2]ochc=(1,1,4,0,0 0)7.
0 1 1 0 0 —1 2

I startlosningen ska enligt uppgiftslydelsen x1, xo och z3 vara basvariabler,
dvs 8= (1,2,3) och § = (4,5,6).

1 1 0
Motsvarande basmatris gesav Ag= | 1 0 1
0 1 1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

11 0 by 2 by 1
dvs 1 0 1 92 = 2 |, med I6sningen b = l_)g =11
0 1 1 b3 2 bs 1

Har anvande vi den givna réaknehjélpen.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet Agy = cg,

1 1 0 Y1 1 (1 -1
dvs 1 0 1 y2 | = | 1 |, med lésningen y=| y2 | = 2
0 1 1 Y3 4 Y3 2

Har anvande vi igen den givna raknehjalpen.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;sr —cs—y As =

-1 0 0
=(0,0,0)— (-1, 2, 2) 0 -1 0] =(-1,2,2).
0 0 -1
Eftersom rs, = r4 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata z4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a, ur systemet Agay = ay,

1 1 0 a14 -1 a14 —0.5
dvs 1 0 1 aoy | = 0 |, med l6sningen ag = | aoq | = | —0.5
0 1 1 as4 0 asy4 0.5

Har anvéande vi igen den givna raknehjalpen.
Det storsta virde som den nya basvariabeln x4 kan ¢kas till ges av
b; b 2
M = min ¢ — | @ >0 =2 =2
i aiq as4 0.5

Minimerande index &r ¢ = 3, varfor xg, = x3 inte lingre far vara kvar som basvariabel.



Nu ar alltsa 8 = (1,2,4) och 6 = (3,5,6).

1 1 -1
Motsvarande basmatris gesav Ag= | 1 0
0 1 0

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 1 -1 by 2 by 2
dvs 1 0 0 be | = | 2 |, med I6sningen b= by | =12
L0 1 0 bs 2 b3 2

Vektorn y med simplexmultiplikatorernas vérden erhalls ur systemet Agy = cg,

110 Y1 1 1 0
dvs 1 01 y | =1 1 |, med I6sningen y=| yo | = 1
-1 00 Y3 0 Y3 1
Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;r =c;—y'As =
0 0 0
=(4,0,00—(0,1, )1 -1 0f|=(21,1).
1 0 -1

Eftersom rs > 0 sa dr den aktuella baslosningen optimal.
Alltsd ar punkten 21 =2, 29 =2, x3 =0, x4 = 2, x5 = 0, ¢ = 0 optimal.
Optimalvirdet dr c¢'x = 4.

Uppgift 2.(b)
Om primala problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x>0,

sa ar det duala problemet
maximera b'y da A'y <c,

som utskrivet blir:
maximera 2y; + 2ys + 2y3

da y1+y2 <1,
y1+ys <1,
Y2 +y3 <4,
- S Oa
—y2 <0,
—y3 < 0.

Det ar valkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (0, 1, 1)T.
Man kontrollerar snabbt att detta &r en tillaten 16sning till det duala problemet.
Vidare &r optimalvirdet by = 4 = optimalvirdet for det primala problemet ovan.



Uppgift 3.

: : _(9of of of L Of 3 2
Gradienten till f ges av Vf(x) = (81'1 2y O3 ) déar a—% =4xj + 3z + 2z; + 1.
- an —
—5 0 0
Ox?
. : o%f . 07 >
Hessianen till f ges av F(x) = 0 -5 0 , dir ——5 = 1227 + 6z, + 2.
0x5 O3
0%
0o 0 =
L 6$3 i

(b) f ir konvex pa IR® om och endast om F(x) #r positivt semidefinit for alla x € IR3.
En diagonalmatris ar positivt semidefinit om och endast om alla diagonalelement ar > 0.

o0%f
Men 922 12(33?—1-%%-4— %) = 12((=; _1_%)2 B %4_%) -0,

sa F(x) positivt definit for alla x € IR?. Dirmed dr f (strikt) konvex pa IR3.

1
(a) Startpunkten ges enligt uppgift av x(1) = 0
—1
Forutsatt att F(x(l)) ar positivt definit, vilket den alltid ar enligt ovan, sa bestdms forsta
Newtonriktningen d") som 16sningen till ekvationssystemet F(x(1))d = =V f(x)T, dvs

20 0 O 10 -1/2

0 2 0|d=- 1 |, med den unika 16sningen d® = | —1/2

0 0 8 -2 1/4
1/2
Vi provar forst steget ¢1 = 1, sa att x@ = x4+ ,d® = x® 4 40 = —1/2
—3/4

Da blir f(x(?)) =85/256 < 4 = f(x1)), sa steget t; = 1 accepteras.
Déarmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod och erhallit
1/2
iterationspunkten x(® = [ —=1/2 | med f(x®) = 85/256.
—3/4
(c) Har kommer en méjlig underskattning:

Forst konstateras att x? +z; = (zj + %)2 - % > —i,

Darav foljer att :Ejf + x? = 333(:17]2 +zj;) > —% x?, ur vilket i sin tur foljer att

d bl ety 2 —hel +ad ey = 30+ ) = W+ B D 2= D=}
Detta géller for varje 7, sa vi far att
> 11 1
_ 4 3 2 N> -t = - _
f(x) —;(:cj+xj + i +35) > 373 3° L.
L = —1 ar alltsa en underskattning, men kanske inte den hogsta majliga.



Uppgift 4.

Eftersom alla ¢; = 1073 sd ér tojningsenergiminimeringsproblemet ekvivalent med
QP-problemet
minimera % fTHf

dd Rf=p,
1 0000
01000 ) 1 0 -1 0 0 3
dir H=102%-10 0 1 0 0 |, R=—-{0 1 0 -1 0|, p=]| 2
00010 V2 1 1 1 1 V2 12
00001

Matrisen H ar positivt definit, ty den ar en diagonalmatris med alla diagonalelement > 0.
Déarmed ar QP-problemet ekvivalent med det linjara ekvationssystemet

Hf — R'u = 0,

Rf =

Ur Hf —RTu =0 erhalls att f=10%-R'u,
som insatt i Rf =p ger ekvationssystemet 10° - RRTu =p, dvs

100 uq 3 3
102-10 1 0 up | = 2 |, med 16sningen u=10"3-| 2
0 0 3 us3 12 4

Normalkrafterna i stdngerna ges sedan av

1 0 1
o 1 1/|/3

" 1
f=10 RTu=—.|-1 0 1 2 | = —.
V2o a1 |\i) 2

0 0 V2 42

Med den givna lastvektorn blev det alltsa dragkraft i alla fem stdngerna.

N~ O



Uppgift 5.(a) Rektangelproblemet kan skrivas

minimera f(x) = —4x129
2 2

da h(x)=L+2_1=0,
ay a3

Vi forutsatter att x1 och xo ar > 0, men behandlar inte dessa villkor explicit i optimalitets-
villkoren. De blir naturligt uppfyllda dnda. Lagrangevillkoren fér problemet blir:

2/\$1

—4xo + 5 = 0,
ay
2\
—41,‘1 ;'2 = 0,
as
ot @
2 2 -
a a;

Eftersom varje tillaten punkt ocksa &r en regulér punkt (gradienten till det enda bivillkoret
ar aldrig nollvektorn) sa ar dessa villkor nodvandiga for en optimal 16sning.

Kalkyler ger att den enda l16sningen (med 1 > 0 och z2 > 0) &r

a _ap
\/57 T2 = \/i’
(b) Ladproblemet kan skrivas

T = u = 2a1a9, med arean 4xixo = 2a1as2.

minimera f(x) = —8xjxo73
2 2 2
T x T
a h(x) R + 0 + b

Vi forutsatter att x1, x2 och x3 &r > 0, men behandlar inte dessa villkor explicit i opti-
malitetsvillkoren. De blir naturligt uppfyllda &nda. Lagrangevillkoren for problemet blir:

2z
—8xox3 + le =0
2)\1
X
—Bagry + —y” =0
2)\2
X
—8x1x9 + 5723 =0
2 2 2 3
-+ -—=+-—=—-1=0.
2wt R

Eftersom varje tillaten punkt ocksa &r en regulér punkt (gradienten till det enda bivillkoret
ar aldrig nollvektorn) sa &r dessa villkor nddvandiga for en optimal 16sning.
Kalkyler ger att den enda l6sningen (med z1 > 0, 3 > 0 och x3 > 0) ar

by

xr1 = y L2 =

V3

8b1babs
3vV3

, T3 = , u = 4b1babs, med volymen 8zizezs =

b3
V3

o>
Sl



