Losningar till tentan i SF1861 Optimeringslara, 1 juni 2017

Losningarna ar pa svenska, utom l6sningen av 1.(a) som &r pa engelska.

1.(a) The considered network is illustrated in FIGURE 1 below, where the
supply at the nodes are written in the figure. Negative supply means demand.
The arc fran Node 2 to Node 3 is directed from left to right. All other arc are
directed downwards in the figure. The cost per unit flow is equal to 1 for all arcs.

The basic solution x corresponding to the spanning tree 77 = {(1,2), (2,3), (2,4)}
is illustrated in FIGURE 2. It has been calculated as follows:

x12 = 70, due to the flow balance requirement in Node 1,

93 = 40, due to the flow balance requirement in Node 3,

x34 = 60, due to the flow balance requirement in Node 2.

Then the flow balance requirement in Node 4 is also fulfilled,

Thus, the basic solution corresponding to 77 is x = (70, 0, 40, 60, O)T,

which is a BFS since x > 0. The objective value is ¢"x = 70 + 40 4 60 = 170.
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The basic solution x corresponding to the spanning tree 7o = {(1,3), (2,4), (3,4)}
is illustrated in FIGURE 3. It has been calculated as follows:

x13 = 70, due to the flow balance requirement in Node 1,

r94 = 30, due to the flow balance requirement in Node 2,

x34 = 30, due to the flow balance requirement in Node 3.

Then the flow balance requirement in Node 4 is also fulfilled.

Thus, the basic solution corresponding to T} is x = (0, 70, 0, 30, 30)T,

which is a BFS since x > 0. The objective value is ¢"x = 70 + 30 4 30 = 130.



Since the objective value for the BEFS corresponding to 77 is larger than the the objective value
for the BFS corresponding to T», the former can not be optimal. It remains to investigate if
the latter is optimal:

The simplex multipliers y; for the nodes are calculated by y4 = 0 and y; —y; = ¢;; for all arcs
(4,7) in the spanning tree. Using that c;; = 1 for all arcs, the y; are calculated in the order
Ya=0, y3=ya+cza=1, yo=va+cau=1 y1=ys+ciz=2.

Then the reduced cost for the two non-basic variables are calculated by r;; = ¢;; — v; + v,
which give that ris =cio—y1+y2=1—2+1=0 and re3 =cos —y2+ys=1—-1+1=1.
Since both r19 > 0 and r34 > 0, the BFS corresponding to 75 is an optimal solution.

The matrix A and the vector b in the LP formulation are:

1 1 0 0 0 70
1 0 1 1 0 30

A= 1 1 o 1| a@db=f_/
0 0 0 -1 -1 —60

where the flow balance equation for Node 4 (i.e. row 4 in A and b) can be removed.

1.(b) Vektorn w tillhor bildrummet R(A) om och endast om ekvationssystemet Ax = w
har minst en 16sning x. Déarfér anvander vi Gauss—Jordans metod pa matrisen

11
A w=|1 2
1 3

101 1 2-b
0112 b-1
00 0 0 3-2b

Den tredje raden svarar mot ekvationen 0-xz1 +0-22+0-234+ 024 = 3—2b,
som saknar 16sning om b # 3/2.

Men om b = 3/2 sa har ekvationssystemet exempelvis 16sningen
x1=2-b=1/2, 29 =0—-1=1/2, x3 =24 =0.

Slutsats: w € R(A) om och endast om b = 3/2.

Vektorn w tillhér nollrummet for AT, dvs w € A(AT), om och endast om ATw = 0.

111 1 3+0b 0
1 2 3 7+2b 0 . D .
Ty _
Men A'w = 9 3 4 12) = | 1043 #* 0 for varje varde pa b.
3 5 7 174-5b 0

(Ty 34+b=0 endast om b = —3, men da &r 7+2b=1#0.)
Slutsats: Det finns inget virde pa b som gor att w € N (AT).



Uppgift 2.(a) Vi har ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,

dir A — 1 1 -1 =1 1 0} b:(200

1 -1 1 -1 0 1 100
Startlosningen ska ha basvariablerna x5 och xg, dvs 8 = (5,6) och § = (1,2, 3,4).

10 1 1 -1 -1
0 1},medam A5-[1 1 1 _1}

) och ¢’ =(-8,8,—4,12,-1,-1).

Motsvarande basmatris ges av Ag = [

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[1 07 /b1 _ (200 - - (b1 (200
dvs 0 1) <b2> = (100)’ med l6sningen b = <b2> = (10(]).
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet Agy = cg,

(1 0] (1) _ (-1 () (-1
dvs 01 <y2> —(_1),medlosn1ngen y = <y2>— <_1>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

r;r = Cg— - yTA5 = (_8> 87 _47 12) - (_1> _1) |: ! Lo

L1 _1]:(—6,8,—4, 10).

Eftersom rs, =r; = —6 &r minst, och < 0, ska vi lata z; bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga; = ay,

10 ail\ 1 .. - fai) _ 1
dvs [0 1} <Ez21> = <1>, med losningen a; = <&21> = <1>

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av
bi 200 100 100 b
tM* = min{ — | @ >0p =min{ —, — =— =2
% a;1 1 1 1 asy
Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x7.

Nu ar alltsa 8 = (5,1) och 6 = (6,2, 3,4).

11

o 1 -1 -1
0 1},medan Ag—[ }

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 1 -1 1 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 1] /b1 _ (200 = (b (100
dvs [0 1} <l—)2>—<100>,medlosmngen b_<52>_(100)'



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 Y1\ -1 . () -1
dvs {1 1} (yz) = <—8)’ med l6sningen y = (yz) = (_7>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

rl =c] —yTAs=(-1,8,-4,12) — (-1,-7) [(1’ _1 _i :H = (6,2, 2, 4).

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten x1 = 100, o =0, 23 =0, x4 = 0, x5 = 100, zg =0

optimal till det betraktade problemet. Optimalvérdet ar z = —900.

Uppgift 2.(b)

Antag nu att ¢’ = (=8, 8, —4, 6, -1, —1) i stilllet for ¢’ = (=8, 8,4, 12,1, —1).

Om vi startar med 3 = (5,6) och § = (1,2,3,4), sa blir forsta iteration néstan identisk med
forsta iterationen i (a)-uppgiften, endast skillnaden &r att reducerade kostnaden for variabeln

x4 nu blir 4 i stéllet for 10, men det paverkar inte iterationen som dven nu leder fram till den
nya baslésningen med 8 = (5,1) och § = (6,2,3,4).

Men har blir det en vésentlig foréndring jamfort med i (a), ty reducerade kostnaderna blir

nu rg— = cg— —yTAs =(-1,8,-4,6) — (—1,-7) [(1) _1 _i :1} = (6,2, 2,-2).

Eftersom rs, = r4 = —2 ar minst, och < 0, ska vi lata z4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a, ur systemet Agay = ay,

dvs L1 i) _ (1 med losningen a4 = f1a) _ 0
v 01 ag4 S\ -1) e 4 a24 o\ =1)

Men eftersom as < 0 sa kan x4 6ka obegrinsat, varvid malfunktionsvirdet gar mot —oo.
Déarfor avbryts algoritmen med konstaterandet att det inte finns nagon optimal 16sning
till problemet.

Uppgift 2.(c)

Om man i (b)-uppgiften ovan, med g = (5,1) och 6 = (6,2,3,4), sétter x4 = ¢ och later ¢
oka fran 0, medan de 6vriga ickebasvariablerna ligger kvar vid 0, sa paverkas malfunktionen
enligt z = zZ + ryt = —900 — 2t, medan basvariablernas viarden paverkas enligt

- x5\ _ (100 (O _ 100
Xp =b—at, dvs (:c1> - <100> (-1 > = (100+t>'
Speciellt om man sétter ¢ = 4050 s& blir z = 2+ ryt = —900 — 2 - 4050 = —9000,

Motsvarande 16sningsvektor #r % = (1004, 0, 0, £, 100, 0)T = (4150, 0, 0, 4050, 100, 0)T.

Da ar AXx = b och X > 0, sa X ar en tillaten 16sning till P2. Vidare &r
c'x = —8-4150 + 6 - 4050 — 1 - 100 = —9000, dér vektorn ¢ &r den som hér till P2.



Uppgift 2.(d)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < c.

Speciellt ar det duala problemet till P1 foljande:

maximera 200y; + 100y

da v+ y2 < =8,
vy — y2 <8

-y + y2 < —4,

o B y2 <12

Y1 g _17

y2 < —L.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med g; och ¥
pa axlarna sa ser man att det blir en konvex femhorning med hérnen i koordinaterna

(=2, —6), (=1, =7), (=1, —9), (=2, —10) och (—4, —8).

Den “enda” skillnaden mellan de duala problemen D1 och D2 till repektive P1 och P2 ar att
bivillkoret —y; — y2 < 12, som ingar i D1, ska bytas ut mot bivillkoret —y; — 2 < 6 i D2.
Men i ovanndmnda figur ser man direkt att det inte finns nagon punkt y som uppfyller bade
y1 +y2 < —8 och —y; — y2 < 6, vilket dven inses om man adderar dessa bada olikheter.
Alltsa saknar det duala problemet D2 tillatna 16sningar, vilket &r vad vi vantade oss eftersom
det primala problemet P2 hade tillatna losningar men saknade &ndligt optimalvérde.



Uppgift 3.(a)
For att utreda om Ax = b har nagon 16sning eller ej utfor vi “enkla radoperationer”,

1 0 -1 3

i enlighet med Gauss-Jordans metod, pa matrisen [ A b } = 0 -1 1 =3
-1 1 0 3
1 0 -1 3]
Addition av (+1) ganger rad 1 till rad 3 ger matrisen |0 —1 1 =3
0 1 -1 6

1 0 -1 3
Addition av (+1) ganger rad 2 till rad 3 ger matrisen |0 —-1 1 =3
0 0 0 3

Tredje raden motsvarar nu ekvationen 0-x1 + 0 - z9 + 0 - 3 = 3 som saknar 16sning.

Alltsa saknar det ursprungliga systemet Ax = b 16sning.

Uppgift 3.(b)

Att minimera 3 || Ax — b ||? &r ekvivalent med att l15sa normalekvationerna ATAx = ATb.

1 0 -1 3 2 -1 -1 0

A=| 0 -1 1| ochb=(-3] = ATA=|-1 2 —1| och ATb=| 6
-1 1 0 3 -1 -1 2 —6

2 -1 -1 0

Vi utfor darfor “enkla radoperationer” pa matrisen [ ATA ATb ] =|-1 2 -1 6

-1 -1 2 -6
Addition av (+0.5) ganger rad 1 till rad 2, samt
2 -1 —1 0
addition av (4+0.5) ganger rad 1 till rad 3, ger matrisen 0 15 —15 6
0 —1.5 1.5 -6
Addition av (+1) ganger rad 2 till rad 3, samt

2 0 -2 4
addition av (+2/3) ganger rad 2 till rad 1, ger matrisen 0 15 —15 6 |.
0 0 0 0
1 0 -1 2
Multiplikation av rad 1 med 0.5 och rad 2 med 2/3 ger matrisen | 0 1 -1 4
0 0 0 0
Den allminna 16sningen till normalekvationerna ges alltsa av
2+t 2 1
x(t)=4+t | =4 |+t |1 | =x+2z-t, dirt ar ett godtyckligt reellt tal.
t 0 1
2
Man kan notera att Ax(t) = Ax= | —4 | forallate R.
2



Uppgift 3.(c) Vi ska nu minimera 1 ||x||*> d4 ATAx = ATb.

Enligt (b)-uppgiften &r % = (2, 4, 0)T en 16sning till normalekvationerna.
D4 giller ekvivalensen ATAx = ATb & Ax = AX,
s& problemet ovan kan ekvivalent skrivas: minimera 3 [x|> d& Ax = Ax.

Enligt Lagrangemetoden ar X € IR"™ en optimal 16sning till detta konvexa
QP-problem om och endast om X, tillsammans med en vektor @, uppfyller

Ix—ATa=0 och AXx=AxX.
De forsta ekvationerna ger att X = AT#, som insatt i de senare ger att AATG = AX.
Optimal 16sning till problemet ges alltsa av * = ATa, dir AATa = Ax. Vi tillimpar

2 -1 -1 2
darfor Gauss-Jordans metod pa matrisen [ AAT Ax ] =|-1 2 -1 -4
-1 -1 2 2

1 0 -1 0
Samma “enkla radoperationer” som i 3.(b) ger matrisen 0 1 -1 =2

0 0 O 0
En 16sning (bland flera) till systemet AATu = A% ir alltsa @ = (0, —2, 0)7.

Da dr % = AT = (0, 2, —2)" optimal 16sning till problemet i denna (c)-uppgift.

Kommentar: Det gar ocksa bra att 16sa problemet med en nollrumsmetod, som pa
just detta problem blir extra enkel eftersom nollrummet till ATA har dimensionen 1
och vi redan i (b) ovan hérlett ekvivalensen ATAx = ATb & x=X+1z-t.
Ekvationssystemet som ska 16sas i nollrumsmetoden forenklas har till z'zt = —z' X,
dvs 3t =—6, med losningen £ =—2, varefter x =X +z-t = (0, 2, —2)T som ovan.

Denna nollrumsmetod ir ekvivalent med att minimera 3 ||x(¢)||> med avseende pa t,
dir x(t) = (2+t, 4+t, t)T fran (b)-uppgiften.

Da blir 3 [|x(t)[? = 3 ((24+¢t)2+(4+t)2 +12) = 312 + 6t + 10 = 3(t+2)* + 4,

som minimeras av ¢ = —2, vilket ger x(f) = (0, 2, —2)T som ovan.

Uppgift 3.(d) Vi ska nu 1osa problemet att minimera % |y — b[|> di y € R(A).

Men att y € R(A) dr ekvivalent med att y = Ax for nagon vektor x € IR?, s& vart
problem i denna (d)-uppgift ar ekvivalent med MK-problemet i (b)-uppgiften ovan!

Dir konstaterades att varje vektor pa formen x(t) = (2+t, 4+t, t)7, med t € IR,
ar en optimal 16sning till MK-problemet. Men for samtliga dessa ir Ax(t) = (2, —4, 2)T.

Darfor &r ¥ = (2, —4, 2)T den unika optimala 16sningen till problemet i denna (d)-uppgift.



Uppgift 4.(a) Vi anvinder oss av att en symmetrisk 2 x 2-matris H = [ Z i}

* dr positivt definit (p.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b> > 0,
* &r positivt semidefinit (p.s.d.) om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b2 > 0,
vilket kan verifieras med exempelvis en LDLTfaktorisering.

Malfunktionen &r f(x) = 23 + 23 — z122.

. . . T 31“%_$2 6331 —1
Gradient och Hessian till f ges av Vf(x)' = och F(x) = )
32— -1  6x9

Startpunkten ges av x(!) = (1) med Vf(x())T = <;> och F(x(V) = {_(1" —é]

Eftersom F(x() ér positivt definit (6 > 0, 6 > 0 och 6-6 — (—1)? > 0) sa bestéms
Newtonriktningen d® ur ekvationssystemet F(x(1))d = -V f(x(M)T, som hir blir

6 —1 -2 . —2/5
[_1 6] d (_2), med l6sningen d (_2/5>.

Vi provar forst steget ¢1 = 1, sa att x) = x(M) 4 ,d® = xW 4 40 = (2??)
Da blir f(x®)=9/125 <1 = f(x(1), sa steget t; = 1 accepteras.
Déarmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod och erhallit

iterationspunkten x(?) = <§§§> med f(x?)) =9/125.

Uppgift 4.(b)
Eftersom bivillkor saknas maste varje lokal minpunkt till f(x) uppfylla att

Vi) = (

att o = 2725, dvs x2(2723 — 1) = 0, med de tva l6sningarna x5 = 0 och 9 = 1/3.

3:(:% — X9 0 9 9 . ..
N = NE dvs x9 = 3z7 och z1 = 3z3, vilket medfor

Om z9 = 0 sa ar 1 = 0 och om x9 = 1/3 sa ar x1 = 1/3.

De enda 16sningarna till V f(x)" = (8) ar alltsa X = <8> och % = <ig> )

0

Men F(%) = {_1

-1 . . i . ch o= e .
0 ] ar inte positivt semidefinit, sa X ar inte a lokalt minpunkt.
2 -1

Déaremot ar F(X) = [_1 5

] positivt definit, sa X dr en lokal minpunkt till f(x).
. . i} . (13 R
Den enda lokala minpunkten till f(x) ar alltsa X = 173 ) med f(%x) =—1/27.

(Men det finns ingen global minpunkt till f(x) pa IR?, ty om exempelvis
x(t) = (—t, 0)7 sa giller att f(x(t)) = —t3 — —oco da t — c0.)



Uppgift 4.(c)
Antag att x € C, dvs att 1 > 0.2 och x2 > 0.2.

61‘1 —1
-1 6$2

621 > 0, 629 >0 och (6x1)(6x2) — (—1)? = 36x122 — 1 > 36-0.04 — 1 > 0.

Det betyder att F(x) ar positivt definit for alla x € C, vilket i sin tur, eftersom C' &r
en konvex méngd, betyder att f &r en konvex funktion pa den konvexa méngden C.

Men da ar f(x) > f(%X) + Vf(X)(x — %) for allax € C och x € C.

Da &r Hessianen F(x) = ] positivt definit, ty

Speciellt, om vi later % = (ig) fran (b)-uppiften ovan s dr X € C' och Vf(X) =0T,

vilket betyder att f(x) > f(X) +07(x — %) = f(%) for allax € C.



Uppgift 5.(a)

Problemet kan skrivas pa formen:

minimera f(x)
da ¢;(x) <0, i=1,2,3,4,

dar f(x) = % (x142)%+ (22+4)% + (23+6)?),

g1 (X) = —1,
gQ(X) = —T2,
g3(X) = =3,
g4(x) = 3—331—%2—%3.
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.
of 991 992 993 994 .
KKT1 — —— = e - = 0, f =1,2,3:
( ) oz, (x) + w1 oz, (x) + v2 P, (x) + 3 7z, (%) + ya oz, (x) =0, for j =1,2,

r1+2—y1 —ys =0,
ro+4—y2—ys =0,
r34+6—ys —ys =0.

(KKT2)  Tillaten punkt, dvs g;(x) <0 for i =1,2,3,4:
1 Z 07
T2 > 07
z3 > 07
T1+T2+x3 > 3.

(KKT3)  Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
Y1 Z 07
Y2 Z 07
Y3 Z 07
ys > 0.

(KKT4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i =1,2,3,4:

y1r1 =0,
yawe = 0,
Y3r3 = 07

y4(3—x1—x9—13) = 0.

10



Uppgift 5.(b)

Vi soker en 16sning till (KKT1)-(KKT4) sadan att 1 > 0 och zo > 0.
De tva forsta (KKT4)-kraven medfor da att y; = 0 och yo = 0,
varefter (KKT1) 6vergar till:

(kktl—l): L1 = Yq — 2,
(kkt1-2): a9 =y4 — 4,
(kkt1-3): 23 =y3 +ys — 6.

Av (kkt1-1) och (kkt1-2) foljer att y4 inte kan vara noll, ty da blir 1 och z2 negativa.
Alltsa maste y4 > 0, vilket tillsammans med det fjairde (KKT4)-kravet medfor att

(kktd-4):  x1 + a9+ x3 = 3.
Inséttning av (kkt1-1), (kkt1-2) och (kkt1-3) i (kkt4-4) ger att
3ys +ys — 12 =3, dvs ygs =5—1y3/3.
Insdttning av detta i (kkt1-1), (kkt1-2) och (kkt1-3) ger att

x1 :3—3/3/37
To = 1_y3/37
x3 =2y3/3 — 1.

Det tredje (KKT4)-kravet att x3ys = 0 ger da att

(2y3/3 —1)ys =0, dvs y3 =3/2 eller y3 = 0.
Men y3 = 0 medfor enligt ovan att x3 = 2y3/3 — 1 = —1, vilket bryter mot (KKT2).
Aterstar fallet att y3 = 3/2. Da blir enligt ovan

yi =5 —ys/3 = 4.5,

Il = 3—y3/3 = 2.5,

r9=1-— y3/3 = 0.5,

x3 =2y3/3—1=0.
Nu #r samtliga KKT-villkor uppfyllda, sa slutsatsen #r att % = (2.5, 0.5, 0)7,
tillsammans med y = (0, 0, 1.5, 4.5)7, uppfyller KKT-villkoren for P.
% = (2.5, 0.5, 0)7 ér alltsa en KKT-punkt till P med #; > 0 och &3 > 0,
vilket var det som soktes.
Uppgift 5.(c)

Bivillkorsfunktionerna g; ar linjéra, och saledes dven konvexa.

Malfunktionen f &r en kvadratisk funktion med Hessianen H = I = enhetsmatrisen (3 x 3)
som ar en diagonalmatris med strikt positiva diagonalelement, och darfor positivt definit,
vilket medfér att f ér en konvex funktion pa IR3. P ir alltsa ett konvext optimeringsproblem.
Déarmed ar (enligt kiind sats) varje KKT-punkt till P &ven en globalt optimal 16sning till P.

Speciellt ar x = (2.5, 0.5, O)T en globalt optimal 16sning till P, vilket medfor att varje
tilliten 16sning x till P uppfyller f(x) > f(X) = 1 (4.52+4.5%46%) = 38.25.

Med (exempelvis) K = 38.2 > 38 sa ar alltsa f(x) > K for alla tillatna losningar x till P.
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