Losningar till SF1861/SF1851 Optimeringslara, 24/5 2013

Uppgift 1.(a) Infor de 13 variablerna
xi; = kvantitet (i sorten ton) som fabrik nr ¢ aldggs att tillverka av produkt nr j, samt

t = tiden (i sorten timmar) tills alla fabrikerna &r fardiga med sina alagganden.
3
Kravet att uppfylla kundens bestéllning kan da formuleras Z x; = bj, for j =1,2,3,4.
i=1
De tre fabrikerna drivs forstas parallellt, s& om t; betecknar tiden da fabrik nr i ar fardig
med sitt aldggande sa &r ¢ = max{t;} = det storsta av de tre talen ¢1, t2 och ts.
7

Aterstar att uttrycka t; i variablerna x;5. Det finns tva tankbara modeller:

Modell I: Om det, vid varje fabrik, forhaller sig pa det viset att de fyra produkterna tillverkas
4

en i taget, dvs efter varandra, sa ar t; = ZTZ-jmij, for i = 1,2, 3, och da kan det aktuella
j=1
planeringsproblemet formuleras som féljande LP-problem:

minimera t

4
da t—» Tymwi; >0, fori=1,2,3,
j=1
3

> wi=0b, for j=1,2,3,4,
=1
x;; >0, fori=1,2,3 och j=1,2,3,4.

Modell II: Om det i stéllet, vid varje fabrik, forhaller sig pa det viset att de fyra pro-
dukterna tillverkar parallellt, dvs oberoende av varandra, sa &r t; = max{Tj;z;;}, varvid
J

t = max{T;;z;;} = det storsta av de 12 talen Tiix11,..., 3434, och da kan det aktuella
17-]

planeringsproblemet formuleras som féljande LP-problem:

minimera ¢

da t—Tijl‘ijZO, féri:1,2,3ochj:1,2,3,4.
3
> wy=b;, for j=1,2,34,
=1

x;; >0, fori=1,2,3 och j=1,2,3,4.

Det framgar inte av problemformuleringen vilken av dessa bada modeller som bést avbildar
verkligheten, sa bada ger full poéng pa uppgiften.



Uppgift 1.(b) For att avgora om H &ar positivt definit, eller positivt semidefinit, eller
ingetdera, forsoker vi LDLT-faktorisera H.

1 -1 2
H=| -1 2 -3
2 -3 a

Addera forst +1 ganger rad 1 till rad 2 och —2 ganger rad 1 till rad 3.
Addera sedan +1 ganger kolonn 1 till kolonn 2 och —2 ganger kolonn 1 till kolonn 3.
Det ger

100 1 0 0
E, = 1 10| oh EEHEl=|0 1 -1
-2 0 1 0 -1 a—4

Addera nu +1 ganger rad 2 till rad 3 och addera sedan +1 ganger kolonn 2 till kolonn 3.
Det ger

1 00 1 0 0
Eo=|0 1 0| och BRELHEJEJ =0 1 0
0 1 1 0 0 a—>5
Dérmed dr LDLT-faktoriseringen klar, och man har att
1 0 0 1 0 0 1 -1 2
H=LDL'=|-1 10 01 0 0 1 -1
2 -1 1 0 0 a—>5 0 0 1

Matrisen H &r positivt definit om och endast om diagonalmatrisen D &r positivt definit, dvs
om och endast om samtliga diagonalelement i D ar > 0, dvs om och endast om a > 5.

Om a =5 sa ar D positivt semidefinit, men inte positivt definit, vilket da géller dven for H.
Om a < 5 sa ar D indefinit, vilket da géller d&ven for H.

Alltsa: H ar positivt definit for @ > 5 och positivt semidefinit for a > 5.



Uppgift 2.(a) Det givna LP-problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x
da Ax=Db,
x >0,
.. |1 -1 2 =2 (0 B T
dar A = 111 1], b—<1>ochc—(4, 3,6, 1)".

I startlosningen ska enligt uppgiftslydelsen x1 och x4 vara basvariabler,
dvs 8= (1,2) och v = (3,4).

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ i _1 }

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 -1] /bt _ (O - (b1 _ (05
dvs 1 1_<E2>—<1>,medlosmngen b—<1—92>—<0.5>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 1]\ (4 (wm\_[05
dvs 1 1_<y2><3>,medlosnmgen y<y2)<3'5>.

Reducerade kostnaderna icke-basvariablerna ges av

rl =c3—y'lag=6— (0.5, 3.5) ( f > = 1.5.

1

Eftersom r4 = —1.5 &r minst och < 0 ska vi lata x4 bli ny basvariabel.

r] =ci—ylag=1- (0.5, 3.5) ( 2 > = —1.5.

Da behover vi berdkna vektorn a4 ur systemet Agay = ay,

dvs -l G\ _ (2 med l6sningen ay = ) _ (702
1 1| \aw) "\ 1) semai=la, )\ 15 )
Det storsta varde som den nya basvariabeln x4 kan ¢kas till ges av

bi 0.5
M= min{ = | @y >0p =min{d — , — 5.
7 Q4 1.5

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor xg, = 2 ska lamna basen.

Nu ér alltsa § = (1,4) och v = (3,2).
Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 1 _f }

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

oo [ 2] (B = (), o 5= () = (22,



Vektorn y med simplexmultiplikatorernas véirden erhalls ur systemet Agy = cg,

11 y1\ (4 . (i (1
dvs [_2 1]<y2>—<1>,medlosmngen y—<y2>—<3>.

Reducerade kostnaderna icke-basvariablerna ges nu av

r3=c3—y'laz=6—(1, 3)(?):1 och 13 =cy—yTas =3 — (1, 3)<_1>:1.

Eftersom bade r3 > 0 och 9 > 0 &r den aktuella baslésningen optimal.
Alltsa dr punkten % = (2/3, 0, 0, 1/3)T en optimal 16sning till problemet.
Optimalvirdet ges av ¢’ = 8/3 +1/3 = 3.

Uppgift 2.(b)

Om primala problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x >0,
sa ar det duala problemet
maximera b'y da A'y <c,

som utskrivet blir:

maximera Y2
da I + Y2 < 45
—Yy1 + Y2 < 3a
2y1 + Y2 < 67
—2y1+y2 < L

For att underlatta figurritandet kan man skriva om detta duala problem pa formen

maximera Yo

da gy < 44—y,
y2 < 3+,
Y2 S 6—2917
y2 < 142y

Uppgift 2.(c)

Ur sin figur ser man att optimal 16sning till duala problemet ges av skdrningspunkten mellan
de bagge linjerna ys =4 — y; och y2 =1+ 2y;, dvs g1 = 1 och go = 3.

Det &r ocksa valkant att en optimal 10sning till det duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” till den optimala baslésningen i (a)-uppgiften, vilket stdmmer
utmiirkt med ovanstiaende y = (1, 3)T.

Man kontrollerar snabbt att detta dr en tillaten 16sning till det duala problemet.

Vidare ges optimalvirdet av b'§ = §» = 3 = optimalviirdet for det primala problemet ovan.



Uppgift 3.(a)

For att utreda huruvida det linjara ekvationssystemet Ax = b har nagon l6sning eller ej
1 0 -1 1

utfor vi radoperationer pa matrisen [ A b ] = -1 1 0 1
0o -1 1 -1

[1 0 -1 1

Addition av (+1) ganger forsta raden till andra raden ger | 0 1 —1 2

0 —1 1 —1

(10 -1 1
Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden ger |0 1 -1 2
00 o0 1

Tredje raden motsvarar nu ekvationen 0-x1 + 0 - z9 + 0-x3 = 1 som saknar 16sning.

Alltsa saknar det ursprungliga systemet Ax = b 16sning.

Uppgift 3.(b)
Att minimera ||[Ax — b||? dr ekvivalent med att 16sa “normalekvationerna” ATAx = A"b.

2 -1 -1 0
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ ATA A™b ] =1 -1 2 -1 2
1 -1 2 -2
Addition av (+0.5) ganger forsta raden till andra raden, samt
(2 -1 -1 0
addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger | 0 1.5 —1.5 2
0 —1.5 1.5 —2

Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden, samt

2 0 -2 4/3]
addition av (42/3) ganger andra raden till forsta raden, ger | 0 1.5 —1.5 2
0 O 0 0

10 -1 2/3
Multiplikation av forsta raden med % och av andra raden med % ger |0 1 —1 4/3
00 O 0

Den allménna l6sningen till normalekvationerna ges alltsa av x(t) = (2/3 +t, 4/3 +t, t)T,
dir t #r ett godtyckligt reellt tal. For samtliga dessa dr Ax(t) = (2/3, 2/3, —4/3)7.

En 16sning till normalekvationerna ér alltsa & = (2/3, 4/3, 0)7, med A% = (2/3, 2/3, —4/3)7.
D4 giller ekvivalensen ATAx = ATb & Ax = Ax.

Vi ska nu minimera % [|x|*> d& Ax = Ax.
Optimal 16sning till detta ges av * = ATq, dir AATa = AX.

(Ty enligt Lagrangemetoden ar X € IR™ en optimal 16sning om och endast om X, tillsammans
med en vektor @, uppfyller I — AT =0 och A% = AX. De forsta ekvationerna ger att
% = A4, som insatt i de senare ekvationerna ger att AATT = AX.)



2 -1 -1 2/3
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ AAT Ax ] = -1 2 -1 2/3
-1 -1 2 —4/3

Addition av (+0.5) ganger forsta raden till andra raden, samt

2 -1 -1 2/3
addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger [ 0 1.5 —1.5 1
0 -15 15 -1
Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden, samt
2 0 -2 4/3
addition av (+2/3) ganger andra raden till forsta raden, ger | 0 1.5 —1.5 1

0 0 0 0
10 -1 2/3
Multiplikation av forsta raden med % och av andra raden med % ger [0 1 -1 2/3
00 O 0

Den allménna l6sningen till detta system ges alltsa av u(t) = (2/3 +t, 2/34+t, t)T,
dir t #r ett godtyckligt reellt tal. Fér samtliga dessa ar ATu(t) = (0, 2/3, —2/3)T.

En 16sning (av flera) till systemet AATu = AX &r alltsa @ = (2/3, 2/3, 0)T.

D ir %= AT = (0, 2/3, —2/3)T minsta-normlésningen till minsta-kvadratproblemet.

Uppgift 3.(c)
Om X ar en 16sning till normalekvationerna sa géller
dels att AX tillhor bildrummet for A (forstas!),

dels att “felvektorn” b — A% tillhoér nollrummet for AT
(ty normalekvationerna séger just att AT(b — AX) = 0),

dels att AX+ (b — AX) =b.
Lat alltsa v = Ax = (2/3, 2/3, —4/3)T och w =b — Ax = (1/3, 1/3, 1/3)7.



Uppgift 4.(a)
Betrakta ekvationssystemet
Ty — 22 =0.1,

zo+ 23 =0.1,
T — 2% =0.2,
z1+23=0.2.

Addition av de tva forsta ekvationerna ger att 2xo = 0.2, dvs 29 = 0.1.
Addition av de tva sista ekvationerna ger att 2z; = 0.4, dvs z; = 0.2.
Men (z1,22) = (0.2, 0.1) &r inte en 16sning till ekvationssystemet, som darmed saknar 16sning.

Uppgift 4.(b)

z9 — 22 — 0.1

. . T+ 22 — 0.1 L

Vi har hér att h(x) = 5 . Deriveringar ger att
1 — x5 — 0.2
z1 + 23 —0.2

Vhl(x) = (—2331, 1), VhQ(X) = (21‘1, 1), Vh3<X) = (1, —21‘2), Vh4(X) = (1, 21’2).

—2x1 1 0 1 -0.1

Dérmed &r Vh(x) = 221 sa att Vh(x(M) = L och h(xM) = —01
1 —2x9 |’ 10 —0.2
1 2z 10 —0.2

I Gauss-Newtons metod ska man losa ekvationssystemet

Vh(xM)TVh(xM)d = ~Vh(xM)Th(x®)

I vart fall ir Vh(x())TVh(x(V) = [2 0] och Vh(x®)Th(xD) = <—0.4)7

0 2 —0.2
< . . 2 0 di\ (04 . 1y _ (02
sa ekvationssystemet blir [ 0 2 ] < dz) = < 0. 2), med 16sningen d\*/ = 01 )

0.2

Vi provwar 1 = 1, s att x? = x 1+ £,d® = x4 4 = ( 02

) . D& blir

hi(x®) = 0.1 = 0.04 — 0.1 = —0.04,
ha(x®) = 0.1+ 0.04 — 0.1 = 0.04,
h3(x®) =0.2 - 0.01 — 0.2 = —0.01,
hy(x?) =0.240.01 — 0.2 = 0.01,

sa att f(x?) = $(0.0016 + 0.0016 + 0.0001 + 0.0001) = 0.0017,

medan f(x(!) = 1(0.01 + 0.01 + 0.04 + 0.04) = 0.05.

Steget t1 = 1 gick alltsa bra. Darmed har vi utfort en fullstdndig iteration med
Gauss-Newtons metod och hamnat i punkten x(?) = (0.2, 0.1)T.



Uppgift 4.(c)
Vid Newtons metod ska man i stéllet 16sa ekvationssystemet F(x(0)d = -V f(x)T,

For ickelinjdra minsta-kvadratproblem kan detta system skrivas

(vn( N Th(xM) + Zh >)> d = —Vh(x")Th(xM).

I vart fall ar funktlonerna hi kvadratiska, sa andraderivatsmatriserna ar oberoende av x och
ges av

R R i SR A e o

0 0

Med h(x(!)) enligt ovan blir Y h;(xM)H;(xW) = [0 0

i=1
ekvationssystem, och dirmed exakt samma nya iterationspunkt x(2) = (0.2, 0.1)T, som vi
fick med Gauss-Newtons metod i forra deluppgiften.

] , sa vi rakar fa exakt samma

Uppgift 4.(d) Andraderivatsmatrisen till malfunktionen f(x) ges av

F(x) = Vh(x +Zh

som efter insattning och forenkhngar ger att

4x% + 2 0 456% 0 8:70% +2 0
F(x) = 2 2| = 2
0 45 + 2 0 4x3 0 85 + 2

som &r positivt definit for alla x € IR?.
Dérmed dr f(x) en (strikt) konvex funktion pa hela IR?.
(Detta &r dock inte alltid fallet for ickelinjara minsta-kvadratproblem.)



Uppgift 5.(a)
Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + y191(x) + y292(x) =
= ($1—CL1)4 + (xg—a2)4 + yl((x1—3)4 + (1'2—1)4 — 16) + y2<(.%'1—1)4 + (1‘2—3)4 — 16).
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt foljande.
(KKT-1) 0L/0x; =0 for j =1,2:
A(a1—a1)’ + 4y (21-3)° + dya (1 -1)> = 0,
4(1‘2—@2)3 + 4y1(a;2—1)3 + 4y2(x2—3)3 =0.
(KKT-2) Tillaten punkt, dvs g;(x) <0 fori=1,2:

(21 -3)* + (z2—1)* =16 < 0,

(r1—-1)*+ (22—3)* — 16 < 0.
(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:

1 Z 07

y2 > 0.
(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i = 1,2:

y1((z1—=3)* + (z2—1)* = 16) = 0,

Yo((z1—1)* + (z2—3)* — 16) = 0.
Uppgift 5.(b) Andraderivatsmatriserna till malfunktionen och bivillkorsfunktionerna &r

12(z1 —aq)? 0 12(z1—3)? 0 och 12(z1—1)2 0
0 12(xg—ag)? |’ 0 12(x9—1)2 0 12(x9—3)?

Eftersom samtliga diagonalelement &r > 0 i dessa tre diagonalmatriser sa &r de tre matriserna
positivt semidefinita for alla x € IR?. Darmed #r savil malfunktion som bivillkorsfunktioner
konvexa, vilket enligt en kénd sats medfor att varje KKT-punkt ar en globalt optimal 16sning
till problemet
Uppgift 5.(c) Antag att x = (3, 3)T.

Da ar bade ¢1(x) = 0 och ga2(x) = 0, sa (KKT-2) och (KKT—4) ar uppfyllda.
(KKT-1) forenklas till 4(3—a1)? + 4y2(3—1)3 =0 och 4(3—az)® + 4y1(3—1)% =0,
som #r uppfyllt om och endast om y; = ((az—3)3)/8 och yo = ((a1—3)3)/8.

Da blir (KKT-3) uppfyllt om och endast om bade a; > 3 och ay > 3.

Alltsa: x = (3, 3)7 &r en KKT-punkt om och endast om bade a; > 3 och ag > 3.
Uppgift 5.(d) Antag nu att x = (3—2%/4, 142347,

Da &r g1(x) = 0 och go(x) < 0, sa (KKT-4) medfor att yo = 0, varvid bade (KKT-2)
och (KKT—4) blir uppfyllda. (KKT-1) forenklas nu till

4(3-23/4—a1)? + 41 (—2%/%)3 = 0 och 4(1+2%*—ay)® + 4y, (23/%)% = 0,

Addition av dessa villkor ger att 4(3—2%/%—a1)3 = —4(1+23/4—ay)3, vilket &r uppfyllt

om och endast om ay + as = 4. Vi satter darfor a; = 2—t och ay = 2+¢.

Da blir y; = (1—-2%/4+4)3/(2%/%)3, sa (KKT-3) blir uppfyllt om och endast om ¢ > 23/4—1.

Alltsa: x = (3—2%/4, 14237 4r en KKT-punkt om och endast om a; = 2—t och ay = 2+t,
dir t > 2341,



