Losningar till SF1861 Optimeringslara, 28 maj 2012

Uppgift 1.(a)
Da det primala problemet P ar

minimera 3z + T2
da 3z1+219>6
1+ 2x9 > 4
z; >0, j=1,2.

sa ar det motsvarande duala problemet D

maximera 6y; + 4y
da 3y +y2 <3
21 +2y2 <1
y; >0, 7=1,2.

Tillatna omradet till P ges, i ett koordinatsystem med z; och xo pa axlarna, av det
obegransade omrade i positiva kvadranten som ligger “nordost” om de fyra linjestyckena
L1: (0,00) — (0,3), L2: (0,3) — (1,1.5), L3: (1,1.5) — (4,0) och L4: (4,0) — (o0,0).
Nivakurvorna till malfunktionen 31 + 2 #r parallella linjer vinkelrita mot vektorn (3,1)T.
Ju langre at “sydvast” en nivakurva ligger, desto ldgre malfunktionsvarde svarar den mot.
Det foljer ur en figur att den unika optimala l6sningen ges av hérnpunkten % = (0,3)7.

Tillatna omradet till D ges, i ett koordinatsystem med y; och yo pa axlarna, av den
triangel som har hérn i punkterna (0,0), (0.5, 0) och (0, 0.5).

Nivakurvorna till malfunktionen 6y; + 4y ér parallella linjer vinkelrita mot vektorn (6,4)7.
Ju langre at “nordost” en nivakurva ligger, desto hogre malfunktionsvarde svarar den mot.
Det foljer ur en figur att den unika optimala l6sningen ges av hérnpunkten y = (0.5, 0)7.

Optimalvardet till P blir 3-0+ 1 -3 = 3, medan optimalvérdet till D blir 6 - 0.5 +4 -0 = 3.
Som synes ar dessa optimalvéarden lika. Enligt komplementaritetssatsen ar X och § optimala
till P resp D om de dels ar tillatna losningar till resp problem, dels uppfyller foljande villkor:
U1 - (3@1 + 229 — 6) =0,

@2'(£1+2£2—4):O,

21+ (3 =301 —92) =0,

Zo - (1 =291 —272) = 0.

En snabb koll visar att £ = (0,3)T och § = (0.5, 0)7 uppfyller allt detta.



Uppgift 1.(b)

Forst overfor vi A till reducerad trappstegsform med Gauss—Jordans metod:

1 21 3 1 2 1 3 1 21 3 1 0 -1 -1
A=,2202|—-]0 -2 -2 —-4f—-]0112|]—-101 1 2|=0U0U.
0 2 2 4 0o 2 2 4 0 2 2 4 00 0 O

Matrisen U &r pa reducerad trappstegsform med tva trappstegsettor, i kolonnerna 1 och 2.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 2 i A.

1 2
De tva vektorerna [ 2 | och | 2 | utgor alltsa en bas till R(A)
0 2

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:

I ekvationssystemet Ux = 0 kan varje “fri” variabel (som inte svarar mot nagon trapp-
stegsetta) séttas till en godtyckliga parameter. I vart fall kan vi sitta x3 =t och x4 = s.
Da ges den allménna 16sningen till Ux = 0 (och ddrmed &ven till Ax =0 ) av

r1=t+s, x9=—-t—2s, x3=1, 14 =5, som kan skrivas

(1,29, 23,04)" =t- (1,1, 1,007 +s-(1,-2,0, 1)T, ur vilket foljer att
1 1

vektorerna _1 och _0 utgor en bas till N'(A).
0 1

Nu 6verfor vi AT till reducerad trappstegsform med Gauss-Jordans metod:

120 1 20 1 2 0 10 2
2 2 2 0 —2 2 0 1 -1 01 —1 .

T _ _

A=y 092]7 1o 22710 2 2/ loo oY
3 2 4 0 -4 4 0 —4 4 00 0

Matrisen U &r pa reducerad trappstegsform med trappstegsettor i kolonnerna 1 och 2.

En bas till R(AT) erhélls genom att som basvektorer vilja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 211 AT.

1 2

D 2 2 ) D . N

De tva vektorerna 1 och o | utesr alltsa en bas till R(A")
3 2

En bas till N(AT) kan bestammas enligt foljande:
I ekvationssystemet Uy = 0 har vi endast en “fri” variabel y3 som vi sétter till ¢.
D4 ges den allménna lésningen till Uy = 0 (och dirmed #ven till ATy =0 ) av
y1 = —2t, yo=1t, y3 =t, som kan skrivas (y1,y2,y3)" =t-(=2,1,1)T,
-2
ur vilket foljer att vektorn 1 | utgdr en bas till N'(AT).
1



Uppgift 2.(a)
Vi har hér ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,

. [o1234 (6 _
darA—[4 3 9 1 0]’ b—<4)ochc =(2,2, 1,2, 2).

Den givna startlosningen ska ha basvariablerna x; och x5, vilket innebéar att
B =(1,5) och v =(2,3,4).
0 4

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ 40

}, medan A,,:[1 2 3]

3 21

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[0 47 (b1 (6 ~ (b _ (1.0
dvs 40 <52> = <4), med l6sningen b = <l_)2> = <1'5>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

[0 4] (1) (2 (1) _ (05
dvs 40 <y2>—<2>,medlosn1ngen y—<y2>—<0‘5>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

rl =c) —yTA,=(2, 1, 2) — (0.5, 0.5) [;’ 3 ﬂ = (0, -1, 0).

Eftersom r,, = r3 = —1 &r minst, och < 0, ska vi lata x3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

0 4 @13_2 __EL13_0.5
dvs [4 O} <&23> = <2), med 16sningen a3 = (&23) = (0.5>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av
bi 1.0 1.5 1.0 b
tmax: . Y S0l = . LY 1o _ v _n
o { 7 | } i {0.5’ 0.5 } 05 a3

Minimerande index &r ¢ = 1, varfor x5, = 21 inte ldngre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x3.

Nu ar alltsa 8 = (3,5) och v = (2,1,4).

2 4

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 9 0

}, medan A, = {1 0 3]

3 41

Basvariablernas virden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

2 4] (b1 (6 - (b (20
dvs [2 0} <l_72> = <4), med l6sningen b = <l_)2> = <0‘5>.



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

2 2 yr\ (1 (v _ (05
dvs {4 0} <y2> = <2>,med l6sningen y = <y2> = < 0 )

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

1
rl=cl—yTA, = (2, 2, 2)-(05,0) [3 2 ﬂ = (1.5, 2, 0.5).
Eftersom r, > 0 sa &ar den aktuella baslosningen optimal.

Dirmed dr punkten x = (0,0,2,0,0.5)T optimal. Optimalvirdet ir c”

x =3.
Uppgift 2.(b)

Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

dd Ax=b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’ 5 ATy < c, som utskrivet blir:

e
[N
®

maximera 6y; + 4y

dfoi 4y2 S 2,
vy + 3y2 <2

21 + 2y2 < 1,

3yr. + Y2 <2

4y1 S 2.

Det ar valkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (0.5, 0)7.
Kontroll: Man verifierar snabbt att y &ar en tillaten 16sning till det duala problemet ovan.
Vidare ar duala malfunktionsvirdet by = 6y + 4y = 3 — 0 = 3 = optimalvérdet till det
primala problemet i (a)-uppgiften. Alltsa dr y optimal till det duala problemet.



Uppgift 2.(c)

Om man stryker det andra bivillkoret i primala problemet sa innebér det att det motsvarande
reducerade duala problemet blir

maximera 6y

da O0y; < 2, (dvs 0<2)
Y1 S 27
2y1 < 1, (dvs y1 <1/2)
3y1 < 2, (dvs y1 <2/3)
dy1 < 2. (dvs y1 <1/2)

Optimal 16sning till detta problem &r y; = 0.5, med optimalvardet 6y; = 3. Men det medfor
att optimalvardet till det reducerade primala problemet ocks&d maste vara = 3.

Eftersom optimala primalldsningen x = (0,0,2,0,0.5)7 fran (a)-uppgiften &r tilliten dven till
det reducerade primala problemet, och fortfarande har malfunktionsvirdet ¢'x = 3,

sa ar x = (0,0,2,0, O.5)T en optimal 16sning aven till det reducerade primala problemet!
(Dock inte en baslosning till detta. Tva optimala baslosningar till det reducerade primala
problemet &r x = (0,0,3,0,0)" och x = (0,0,0,0,1.5)T.)

Uppgift 2.(d)

Om man stryker det forsta bivillkoret i primala problemet i (a)-uppgiften sa innebér det att
det motsvarande reducerade duala problemet blir

maximera 4ys

da 4y < 2, (dvs y2 <1/2)
3y2 < 2, (dvs y2 <2/3)
2y < 1, (dvs y2 <1/2)
y2 <2
Oy2 < 2. (dvs 0<2)

Optimal 16sning till detta problem &r ys = 0.5, med optimalvardet 4y, = 2. Men det medfor
att optimalvéardet till det reducerade primala problemet ocksa maste vara = 2.

Men den optimala primallésningen x = (0,0,2,0,0.5)T fran (a)-uppgiften har fortfarande
malfunktionsvirdet ¢'x = 3, sa den &r inte optimal till reducerade primala problemet!

(Tva optimala 16sningar #r x = (0,0,2,0,0)" och x = (1,0,0,0,0)7.)



Uppgift 3.(a)

Flodesbalansvillkoren i de fem noderna kan skrivas Ax = b, dar

1 1 1 0 0 0 0 0 30
-1 0 0 1 1 0 0 0 20
A=| 0 -1 0 -1 0 1 1 0l . b=| o],
0 0 -1 0 0 -1 0 1 —-35
0 0 0 0 -1 0 -1 -1 —-15
c = (ci2, c13, Clay C23, C25, C34, C35, Ca5)' = (1, k, k, 1, k, 1, k, 1)T.
x = (@12, T13, T1a, T2, T25, T34, T35, Td5 )",

Har betecknar variabeln x;; flodet i bagen som gar fran nod 1 till nod j.
Att bagarna &r (enkel-)riktade ger kravet att x > 0.

Det ar som bekant méjligt (och rekommendabelt) att stryka en rad i A och motsvarande kom-
ponent i b for att fa ett problem med linjart oberoende rader i bivillkorsmatrisen. Vanligtvis
stryker man sista raden i A och sista komponenten i b.

Uppgift 3.(b)

Om x99, x23, 34 och x45 ar basvariabler kan man berékna vardet pa en i taget
av dessa med hjilp av flodesbalansvillkoren i noderna:

x12 = 30, pga flodesbalans i nod 1,

x93 = 50, pga flodesbalans i nod 2,

x34 = 50, pga flodesbalans i nod 3,

x45 = 15, pga flodesbalans i nod 4.

Vi ser att flodesbalansvillkoret i nod 5 ocksa blev uppfyllt

(eftersom problemet dr balanserat).

Uppgift 3.(c)

“Simplexmultiplikatorerna” (eller “nodpriserna”) y; for de olika noderna kan bestdmmas en
i taget med hjélp av sambandet y; — y; = ¢;; for alla basbagar, samt y5 = 0. Det ger att

ys = 0, (per definition)

Ya=cis+ys =1+0=1,

ys=cautys=1+1=2,

Y2 =co3+ys=1+2=3,

y1=ci2ty2=1+3=4.

Dérefter bestams reducerade kostnaderna r;; for alla ickebasvariabler ur sambandet

rij = ¢ij — Yi + y; for alla ickebasbagar. Det ger att
r3=c3—pntys=k—4+2=~k—-2,

ru=cuu—y1tyu=k—4+1=%k-3,

ros =Co5 — Yo+ ys=k—-3+0=Fk—3,

res =cC35 —Ys+yYs =k—2+0=Fk—2.

Vi ser att om k > 3 sa dr den aktuella baslosningen fran (b)-uppgiften optimal.

Om k < 3 kan vi t ex lata x14 = t, x19 = 30—1, o3 = 50—, x34 = 50—t och x45 = 15.

For t € (0,30] &r detta en tillaten 16sning med strikt minskande malfunktionsvirde da ¢
vaxer, vilket visar att baslosningen fran (b)-uppgiften inte langre dr optimal om &k < 3.



Uppgift 4.(a)

2 -1 -1 1
Malfunktionen &r f(x) = $x"Hx+c¢'x, dir H= | -1 2 —1]| och c¢= | 1
-1 -1 2 c3
LDLT-faktorisering av H ger att
1 0 0 2 0 0 1 -05 —-0.5
H=LDL'=|-05 1 0| |0 15 0| |0 1 -1
-05 -1 1 0 0 O 0 0 1

Alla diagonalelement i D &r > 0 vilket medfor att H ar positivt semidefinit.
Dock inte positivt definit eftersom ett diagonalelement i D ar = 0.

Uppgift 4.(b)

Eftersom H &r positivt semidefinit sa &r X en minpunkt till f(x) om och endast om HX = —c,
2 -1 -1 x1 -1
dvs om och endast om X &r en 16sning till systemet | -1 2 -1 x | =] —1
-1 -1 2 T3 —C3

Gauss-Jordans metod ger att

2 -1 -1 -1 1 0 -1 -1
-1 2 -1 —1 — 0 1 -1 -1
-1 -1 2 | —c3 0 0 0 |—c3—2

Vi ser att om c3 # —2 sa saknar systemet 16sning (och da har f ingen minpunkt).
Om c3 = —2 sa ges l6sningsméngden av

x(t) = (z1(t), m2(t), 23(t)) " = (=1,—1, 0)T +¢- (1, 1, 1)T, déir ¢ &r ett godtyckligt tal.
Samtliga dessa losningar uppfyller att f(x(t)) = —1.

Uppgift 4.(c)

Antag nu att ¢ = (1,1,1)T. D& har f alltsa ingen minpunkt.

Nér en konvex kvadratisk funktion saknar minpunkt sa finns det i stéllet (minst) en
riktning d sadan att f(t-d) — —oo da t — oo. Vi soker en sadan riktning.
Eftersom f(t-d) = $t?*d"Hd + tc'd, s& ér d en sddan riktning om och endast om
Hd =0 och c'd < 0.

En bas fér nollrummet till H ges av vektorn (1,1,1)T (fdljer fran (b)-upppgiften ovan),
sé medd = (—1,—1,—1)" uppnar vi att Hd =0 och ¢'d = -3 < 0.

Nu blir f(¢-d) = —3t.
Speciellt med x = 105 -d = (—105, —10%, —10%)T far vi att f(x) = —3-10% < —106.



Uppgift 4.(d)

Vi har i denna deluppgift ett QP med likhetsbivillkor, dvs ett problem pa formen
minimera, %XTHX +c'™x dd Ax=b,

dir A=[1 1 1], b=1, H enligt ovan och ¢ = (1,1,1)T.

Allménna losningen till Ax = b, dvs till 1 + 2 + 23 = 1, ges av

($1,$2,{IJ3)T = (17 0, O)T +t- (_17 L, O)T +s- (_170) 1)T7

-1 -1
ur vilket foljer att = (1,0,0)T &r en tillaten 16sning och Z = 1 0| aren
0 1

matris vars kolonner utgér en bas for nollrummet till A.
Variabelbytet x = X + Zv, leder till att vi ska 16sa systemet
(ZTHZ)v = —ZT(Hx +c),

forutsatt att ZTHZ Ar atminstone positivt semidefinit.

g 2 }, som &r positivt definit, och —ZT(HX +¢) = < g )

Systemet (ZTHZ)v = —ZT(HX + c) har d& den unika 16sningen v = (1/3, 1/3)T,

Vi far att ZTHZ = {

vilket ger att X = X+ Zv = (1/3, 1/3, 1/3) &r unik optimal 16sning till ursprungsproblemet.



Uppgift 5.(a)
Lat f(x) = 2+ a3+ (23-2)%, g1(x) = (21-1)* + a3 + 25— 1, ga(x) = 27 + (22-1)* + 25— L
Da kan Problem 1 skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0 for i = 1, 2.

Problem 2 kan skrivas pa formen: maximera f(x) da g;(x) <0 for i = 1,2,
eller, ekvivalent, pa formen: minimera —f(x) da g;(x) <0 for ¢ = 1, 2.
KKT-villkoren for Problem 1:

of dg1 092 ny
KKT-1) — — —= =01 =1,2,3,d
( ) 03,'] + Y1 61'3 + Y2 a.%'] or j y 4,9, AVS

2x1 4 2y1(z1 — 1) 4+ 2y2z1 = 0,
2x9 + 2y129 + 2y2(x9 — 1) = 0,
2(x3 — 2) + 2y123 + 2y223 = 0,

(KKT-2) gi(x) <0fori=1,2,dvs:
(z1-1)2 423 +23-1<0,
23+ (22-1)2+ 23 -1 <0,

(KKT-3) 31 >0 och g2 >0.

(KKT-4) v;9i(x) =0 fori=1,2, dvs:

y1((xg—1)2 +:L‘§ —I—x?)) —-1)=0,
yg(x% + (2—1)2 —i—x% —1)=0.

KKT-villkoren for Problem 2:
Skriv Problem 2 pa formen: minimera —f(x) da g¢;(x) <0 for i = 1, 2.

Da blir (KKT-2), (KKT-3) och (KKT-4) for Problem 2 identiska med
(KKT-2), (KKT-3) och (KKT-4) for Problem 1, medan (KKT-1) nu blir
of 991 992 L
KKT-1) ——— = —— =0f =1,2,3,d
( ) 81‘3 +y18x] +y2ax] or 7 y 459, AVS
=221 + 2y1(x1 — 1) + 2y221 = 0,
—2x9 4 2y129 + 2y2(x2 - 1) =0,
—2(w3 — 2) + 2y173 + 2y223 = 0,



Uppgift 5.(b)
For alla fyra punkterna
T T T T
W= (222) o (22 2) o (LL12) g cwo (112
333 33 3 3°3°3 33 3
giller att g1 (x*)) = go(x*)) = 0, sa att savil (KKT-2) som (KKT-4) ir uppfyllda.
Vi behover alltsa bara underséka (KKT-1) och (KKT-3).

Om x = xM sa blir (KKT-1) fér Problem 1 féljande ekvationssystem i y; och gy
(efter multiplikation av savél vénsterled som hogerled med 3/2):

-1 2 -2
2 -1 (3”) = -2
2 2 | \¥ 4
Detta system saknar 16sning, sa x(!) &r ej en KKT-punkt till Problem 1.

Om x = x® sa blir (KKT-1) fér Problem 1 féljande ekvationssystem i y; och yo:
-1 2

-2
2 1 ( 4 ) = -2
—2 —2 |\ 8
Detta system har unik 16sning y; = y2 = —2, som dock inte uppfyller (KKT-3).
x2) &r alltsé ej en KKT-punkt till Problem 1.

Om x = x®) s blir (KKT-1) fér Problem 1 féljande ekvationssystem i 31 och s:
-2 1

-1
1 -2 ( 4 ) = -1
2 2|\ 4
Detta system har unik 16sning y; = y2 = 1, som &ven uppfyller (KKT-3).
x®) Ar alltsa en KKT-punkt till Problem 1.

Om x = x® sa blir (KKT-1) fér Problem 1 féljande ekvationssystem i 31 och s:
-2 1 —1

1 -2 <y1>: 1
—2 —2 | \¥ 8

Detta system saknar 16sning, sa x4 &r ej en KKT-punkt till Problem 1.

10



Uppgift 5.(c)

Aven fér Problem 2 giller att de fyra givna punkterna uppfyller (KKT-2) och (KKT-4),
sa vi bara behover underséka (KKT-1) och (KKT-3).

For att spara arbete kan vi notera att de fyra ekvationssystem i y; och s som vi stéllde upp
och 16ste i (b)-uppgiften ovan blir néstan likadana fér Problem 2 som f6r Problem 1.

Enda skillnaden &ar att hogerleden byter tecken, vilket gor att varje eventuell 16sning ocksa
bara byter tecken!

Om x = x(1) s blir (KKT-1) fér Problem 2 féljande ekvationssystem i y; och yy:
-1 2 2
2 —1 (yl ) | 2
2 2 | \¥ —4
Detta system saknar 16sning, sa x(1) ar ej en KKT-punkt till Problem 2.
Om x = x® sa blir (KKT-1) fér Problem 2 féljande ekvationssystem i 31 och s:
—1 2 2
2 —1 (yl ) = 2
2 2 | \¥? 8
Detta system har unik 16sning y; = y2 = 2, som &ven uppfyller (KKT-3).
x() ar alltsd en KKT-punkt till Problem 2.
Om x = x(® s3 blir (KKT-1) for Problem 2 foljande ekvationssystem i y; och ys:
-2 1 1
1 -2 <y1 ) = 1
2 2|\ —4
Detta system har unik 16sning y; = y2 = —1, som dock inte uppfyller (KKT-3).
x®) ar alltsd ej en KKT-punkt till Problem 2.
Om x = x® sa blir (KKT-1) fér Problem 2 féljande ekvationssystem i 31 och s:
—2 1 1
1 -2 (yl ) = 1
9 2 |\ -8

Detta system saknar 16sning, sa x¥ &r ej en KKT-punkt till Problem 2.

11



Uppgift 5.(d)
Savél den kvadratiska malfunktionen f som de bégge kvadratiska bivillkorsfunktionerna g;

. . 2 0 N . . .
har andraderivatsmatrisen [ 0 9 } , som ar en positivt definit matris.

For problem 1 géller alltsa att bade malfunktionen och bivillkorsfunktionerna konvexa, varfor
det betraktade problemet ar ett konvext optimeringsproblem. Vidare uppfyller exempelvis
x = (0.5, 0.5, O)T bada bivillkoren med strikt olikhet, sa det betraktade problemet &r ett
requldrt konvext problem. Det betyder att en punkt x(¥) &r en globalt optimal 16sning till
Problem 1 om och endast om x*) &r en KKT-punkt.

Eftersom x® &r en KKT-punkt till Problem 1 kan vi alltsd dra slutsatsen att x®) &r en

globalt optimal 16sning till Problem 1.
Déaremot ar ingen av de andra tre punkterna en global optimal 16sning till Problem 1 eftersom
de inte &r KKT-punkter till Problem 1. (Dessutom har de simre malfunktionsvirden &an x(%).)

For Problem 2, skrivet som ett minimeringsproblem, géller att den kvadratiska malfunktionen
-2 0

0 _9 } , som &r en negativt definit matris.

-f har andraderivatsmatrisen {

Malfunktionen i Problem 2, formulerat som minimeringsproblem, ar alltsa inte en konvex
funktion, och darfér kan vi inte dra nagon slutsats om global optimalitet baserad pa KKT-
villkoren. Huruvida x &r en globalt optimal 16sning till Problem 2 kan vi inte veta baserat
pa var undersokning i (c)-uppgiften ovan.

(I'sjalva verket dr x(2) en globalt optimal 16sning till Problem 2, men det krévs en noggrannare
analys dn KKT-villkoren for att visa detta.)
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