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Fredag 24 maj 2013 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg (bortrest). Jourhavande lirare: Per Enqvist, tel. 790 62 98.

Tillitna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej rdknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen losas med systematiska
metoder som ej blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kidnda satser anvidndas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran nagot ars hemuppgifter hoppar éver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poang. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a)

Ett foretag har tre fabriker som var och en kan tillverka de fyra olika produkter
som foretaget séljer. Fabrikerna &r olika utrustade, sa de ar olika snabba pa att
tillverka de olika produkterna. Man vet av erfarenhet att det tar Tj; timmar
per ton for fabrik nr ¢ att tillverka produkt nr j, for ¢ = 1,2,3 och 5 = 1,2, 3,4.
En dag kommer en stor bestéllning fran en viktig kund som ges hogsta prioritet.
Kunden bestéller b; ton av produkt j, for j = 1,2,3,4.

(Ti; och b; ar givna tal, for ¢ = 1,2,3 och j =1,2,3,4.)

Foretaget ska nu snabbt planera hur mycket av respektive produkt som respek-
tive fabrik ska aldggas att tillverka. Malet ar att tiden tills alla tre fabrikerna
ar fardiga med sina respektive aldgganden (dvs tiden tills hela bestéllningen
har klarats av) blir sa liten som méjligt.

Din uppgift ar att formulera detta planeringsproblem som ett LP-problem.

Forklara vad dina variabler, malfunktion och bivillkor star for. .......... (5p)
1 -1 2

Lat H=|—-1 2 —3 |, dér a ar en konstant.
2 -3 a

Anvind LDL-faktorisering av H for att besvara foljande bada fragor:

(i) For vilket eller vilka vérden pa a &r H positivt definit?

(ii) For vilket eller vilka vérden pa a &r H positivt semidefinit?

Ange ocksa matriserna L och D i ovanstaende fall. ...................... (4p)

Los foljande problem med simplexmetoden. Starta med z1 och xo som basvari-
abler.
minimera 4xq + 3x9 + 623 + x4
da x1 — a9+ 2x3 — 224 =0,
1+ a9+ a3+ x4 =1,
z; >0, j=1,2,34.

Ange din erhallna optimala 16sning X samt motsvarande optimalvérde. .. (6p)
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(b) Formulera det duala LP-problemet svarande mot LP-problemet i (a)-uppgiften.
Askadliggor detta duala problem grafiskt i en noggrann figur dér tillatna omradet

och minst tva nivakurvor till malfunktionen &r intritade. ................ (3p)
(c) Bestam, grafiskt eller pa annat sitt, en optimal 16sning y till det duala prob-
lemet samt motsvarande optimalvarde. ............ .. .. .ol (1p)
1 0 -1 1
3. Idenna uppgift ar A = | —1 1 0| och b= 1
0 -1 1 -1
(a) Visa att det inte finns nagon 16sning till ekvationssystemet Ax =b. ....(1p)

(b) Bestim en optimal 16sning till problemet att minimera ||Ax — b||? da x € IR3.

Om det finns fler 4n en optimal 16sning till detta minsta-kvadratproblem sa ska
du aven bestdmma den av alla optimala losningar som har minst norm, dvs har
lagst virde pa ||X||2. o oo (6p)

(c) Bestim en vektor v € R(A) (bildrummet till A) och en vektor w € N/(AT)
(nollrummet till AT) sidana att v +w = b, med A och b enligt ovan. .. (3p)

4. Man skulle vilja losa det ickelinjara ekvationssystemet

Ty — 2% =0.1,

Ty + 23 =0.1,
T — 23 =0.2,
z1+23=0.2.
(a) Visa att det inte finns nagon l6sning till detta system. .................. (1p)

(b) Da vill man i stéllet 16sa foljande ickelinjara minsta-kvadratproblem:
minimera f(x) = 5(h1(x)? + ha(x)? + h3(x)? + ha(x)?), x € IR?,

dér funktionerna h; ges av

hi(x) = 29 — 22 — 0.1,
ho(x) = 29 + 23 — 0.1,
h3(x) = x1 — 23 — 0.2,
hy(x) =21 + 23— 0.2

Genomfér en iteration med Gauss-Newtons metod utgaende fran x(1) = (0,0)T.
Kontrollera att din erhallna punkt x uppfyller f(x®) < f(xM). ...... (4p)

(c) Genomfor nu i stéllet en iteration med Newtons metod utgaende fran samma
startpunkt som nyss, dvs x(!) = (0,007, o (2p)

(d) Ar den ovan definierade funktionen f(x) konvex pa hela IR??
Motivera svaret ordentligt. .......... ... ... ... (3p)
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5. Betrakta foljande ickelinjira optimeringsproblem. dér a; och ao ar tva konstanter.

minimera (z1 — ay)* + (22 — az)?
da (z1 —3)* + (z9 — 1)* < 16,
(1 — 1) + (22 — 3)2 < 16.

Observera potenserna 4 i savil malfunktionen som i bivillkorsfunktionernal

(a) Stall upp KKT-villkoren for problemet. .............. . ... .. ... ... (1p)

(b) Géller det for samtliga vérden pa konstanterna a; och ag att varje KKT-
punkt ar en globalt optimal 16sning till problemet? Motivera svaret ordentligt.
(Kénda satser far anviandas utan bevis.) .......... ... .. oL (2p)

(c) For vissa virden pa konstanterna a; och ag ar X = (3, 3) en KKT-punkt till
problemet. Bestdm samtliga virden pa a; och ao for vilka detta ar fallet!
Ange ocksa motsvarande virden pa (Lagrangemultiplikatorerna) §; och g2, som
typiskt beror pa vilka varden a; och ag har. ............... ... ... .. ... (4p)

(d) Bestdm nu samtliga viarden pa konstanterna ay och ag for vilka
X = (3—23/4, 1+23/4)T ar en KKT-punkt till problemet.

Ange ocksa motsvarande varden pa 1 och go. ... (4p)

Lycka till!



