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KTH Matematik

Tentamen i SF1861 och SF1851 Optimeringslara.
Mandag 28 maj 2012 kl. 14.00-19.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tillitna hjdlpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej rdknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €] blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kinda satser anviandas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poédng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poang. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Betrakta foljande LP-problem P :

minimera 3z + T2
da 3x1+229>6
1 +2x9 > 4
T 5 > O, j = 1,2.

Formulera det motsvarande duala LP-problemet D.

Bestdm sedan grafiskt, i tva noggranna figurer, en optimal 16sning X till P
(i ena figuren) och en optimal 16sning ¥ till D (i andra figuren).
Kontrollera speciellt att optimalvardena ar lika for P och D,

samt att X och § uppfyller villkoren i komplementaritetssatsen. ......... (5p)
1 2 1 3
(b) Lat A=1]2 2 0 2
0 2 2 4

Bestdam en bas for vart och ett av de fyra fundamentala underrummen
till matrisen A, dvs till R(A), R(AT), N(A) och N(AT). ............... (4p)

2. I denna uppgift ska foljande linjara optimeringsproblem pa standardform behandlas:

minimera 2z + 2x9 + x3+ 214 + 275
da To + 223 + 3x4 + 45 = 6,
4x1 4+ 3x0 + 223 + x4 = 4,
Zj ZO, j=1,...,5.

(a) Anvéand Simplexmetoden for att bestimma en optimal 16sning till problemet.
Starta med 1 och x5 som basvariabler. ............ ... ... o (6p)
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(b) Formulera det motsvarande duala problemet och ange en optimal 16sning
Bl detta. ..o (2p)

(c) Antag att vi stryker det andra bivillkoret i ursprungsproblemet,
sa att det primala problemet reduceras till:

minimera 2x1 + 2x9 + x3 + 224 + 275
da To + 223 + 314 + 45 = 6,
z; >0, 7=1,...,5.

Avgor om den optimala l6sningen till (a)-uppgiften dr en optimal 16sning
till detta reducerade problem. ........... ... . i (2p)

(d) Antag nu att vi i stéllet stryker det forsta bivillkoret i ursprungsproblemet,
sa att det primala problemet reduceras till:

minimera 2x1 + 2x9 + 3+ 224 + 275
da 4z + 3x0 + 213+ 24 = 4,
€4 ZO, j:1,...,5.

Avgor om den optimala 16sningen till (a)-uppgiften &r en optimal 16sning
till detta reducerade problem. ........ ... ... .. ..o (2p)

3. I nedanstaende nétverk ar noderna 1 och 2 kéllnoder, med tillgangar 30 respektive
20 enheter. Noderna 4 och 5 ar sdnknoder, med efterfragan 35 respektive 15 enheter,
medan nod 3 ar en mellannod. Kostnaderna per flédesenhet i bagarna ges av

C19 = C23 = C34 — C45 — 1, C13 = C14 = C25 = C35 — ]{2, dar k ar en konstant > 1.

30 35

(1) (4)

20 15

(a) Minkostnadsflodesproblemet svarande mot dessa forutsattningar kan formuleras
som ett LP-problem pa formen: minimera ¢'x dd Ax = b och x > 0.
Ange i detalj hur A, b och ¢ ser ut i detta fall, samt hur variabelvektorn x &r
definierad och vad dess komponenter star for. ........................... (2p)

(b) De fyra bagarna med c¢;; = 1 utgor ett uppspannande tréd, sa genom att endast
skicka flode i dessa fyra bagar erhalls en baslosning till problemet.
Bestdm denna baslosning och avgdr om det ar en tillaten baslosning. ....(2p)

(c) Bestam de reducerade kostnaderna, svarande mot baslosningen ovan, for de
fyra bagarna med c¢;; = k. Avgor sedan for vilka varden pa k som baslosningen
ovan ar en optimal 16sning till minkostnadsflodesproblemet? ............. (2p)
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4. Lat f(x)=3x Hx+c'x, dir H=|-1 2 —1| och c=|1
1 -1 2 c3

(a)

Avgor, med hjélp av LDLT-faktorisering, om H &r positivt definit eller positivt
semidefinit eller ingetdera. ............. ... ... i (3p)

Finns det nagot virde pa konstanten cs ovan for vilket funktionen f har minst
en minpunkt? Bestdm i safall ett sadant varde pa c3, samt berdkna samtliga
minpunkter till f for detta varde pa c3. Kontrollera speciellt att alla dessa
punkter ger samma VArde pa f(X). ..ot (4p)

Antag att c3 = 1. Bestdm en punkt % € IR? sadan att f(X) < —10%. ..... (2p)
(Kan 16sas oberoende av deluppgifterna ovan.)
Antag igen att c3 = 1. Anvénd en nollrumsmetod for att minimera f(x) under

det linjara likhetsbivillkoret att x1 + 22 + 3 = 1. Ange &ven huruvida din
erhallna punkt ar en unik optimal 16sning till problemet. ................ (4p)

Bland alla punkter i IR? som ligger pa hogst avstandet 1 fran savil punkten (1,0,0)7
som fran punkten (0,1,0)7 vill man bestimma dels den punkt som ligger ndrmast
punkten (0, 0, 2)T, hér kallat “Problem 17, dels den punkt som ligger ldngst bort fran
punkten (0,0,2)7, hir kallat “Problem 2”. Bada dessa problem kan formuleras som
ickelinjara optimeringsproblem med olikhetsbivillkor, dar savél malfunktionerna som
bivillkorsfunktionerna &r kvadratiska funktioner.

(a)
(b)

Formulera de bagge problemen pa matematisk form och stall upp de
fullstandiga KKT-villkoren for vart och ett av problemen. ............... (2p)

Néagon foreslar att man bor undersoka foljande fyra punkter:

2 2 2\T 2 2 o\T 11 2\" 11 2\T
m_ (222 @o_(22_ 2\ @_(L12y @w_(11_2
X (3’3’3) & (3’3’ 3) & (3’3’3) A (3’3’ 3)'

Avgor om nagon eller nagra av dessa dr en KKT-punkt till Problem 1,
dvs en punkt som tillsammans med skalédrer y; uppfyller KKT-villkoren

for Problem 1. ... . .o (3p)
Avgor nu ocksa om nagon eller nagra av de fyra punkterna ar en
KKT-punkt till Problem 2. ... ... ... . ... .. .. (3p)

Avgor slutligen om nagon eller nagra av de fyra punkter ar en garanterat
globalt optimal 16sning till nagot av problemen.
Motivera svaret ordentligt. Kénda satser far anvéndas. ................. (2p)

Lycka till!



