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KTH Matematik

Tentamen i SF1861 Optimeringslara.
Mandag 14 augusti 2017 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37.
Tillitna hjdlpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Lésningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen losas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéang fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poédng fran nagot ars hemuppgifter hoppar 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 podng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Ett flygbolag ska under en tidsperiod forsorja fyra av de flygplatser bolaget
trafikerar med brénsle. Branslebehovet under den aktuella perioden uppskattas
enligt foljande:

Flygplats Fpl |Fp2 |Fp3|Fp4
Behov (ton) | 200 | 300 | 400 | 500

Man har fran tre olika bransleleverantorer fatt offerter avseende dels total
leveranskapacitet under den aktuella perioden, dels priser for leverans till
respektive flygplats:

Leverantor Lev1 | Lev2 | Lev 3
Kapacitet (ton) | 600 350 450

Priser (kkr/ton) | Till Fp 1 | Till Fp 2 | Till Fp 3 | Till Fp 4
Fran Lev 1 5 4 4 5
Fran Lev 2 7 4 4 6
Fran Lev 3 8 6 5 7

Man ska nu bestamma en inkopsplan som minimerar flygbolagets kostnader
for bransle under den aktuella perioden.

Formulera detta som ett LP-problem. Du behéver dock inte 16sa LP-problemet.
Ange noggrant vad dina variabler, malfunktion och bivillkor star for. ....(5p)

(b) Bestédm baser till vart och ett av de fundamentala underrummen till matrisen

, dvs baser till R(A), R(AT), N(A) och N(AT). ..... (4p)
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2. (a) Betrakta foljande LP-problem:

minimera 5z + 4x2 + 33 + 214
da 2z1+ a9 — 23+ 14 = 7,
1+ 2w2 + X3 — T4 = 8,

z; >0, 7=1,2,3,4.

Visa att (x1, z2, x3, x4) = (2, 3, 0, 0) ar en optimal 16sning till problemet.
Formulera dven det motsvarande duala LP-problemet och ange en optimal
16sning till detta. ....... ... .. (6p)

(b) Antag nu att vi dndrar likhetsbivillkoren i problemet ovan till olikhetsbivillkor,
det forsta av typen “<” och det andra av typen “>”, sa att foljande nya LP-
problem erhalls:

minimera Hx1 + 4x9 4+ 3x3 + 214
da 2z1+ a9 — 23 + w14 < 7,
T1+ 229 + w3 — T4 > 8,

z; >0, 7=1,2,3,4.

Bestdm en optimal 16sning till detta nya LP-problem. ................... (5p)
(Det ar tillatet att starta fran baslosningen i (a)-uppgiften ovan.)

3. Betrakta foljande kvadratiska optimeringsproblem med linjéira likhetsbivillkor:

P1: minimera %XTX da Ax=b,

1 1 1 0 0 O 6
dir A=|-1 0 0 1 1 0 och b= 2
0 -1 0 -1 0 1 -2

Kommentar/tolkning, som dock inte behéver utnyttjas:

P1 kan tolkas som ett flddesproblem med kvadratisk malfunktion i ett ndtverk med
fyra noder och lankar mellan alla par av noder.

Lat variabelvektorn vara x = (219, 13, T14, T23, Tog, T34) |, dér variabeln xi; star for
flédet i ldnken (4, j), med z;; > 0 om flodet i ldnken (4, j) gar fran nod ¢ till j och
zi; < 0 om flodet i lanken (¢, ) gar fran nod j till 4.

Da kan bivillkoren Ax = b tolkas som flodesbalansvillkor i noderna 1, 2 och 3, dar
nod 1 ar en kéllnod med tillgangen 6, nod 2 &r en kédllnod med tillgangen 2, och nod
3 ar en sdnknod med efterfragan 2.

Varje 16sning x € IR till Ax = b kommer da att uppfylla dven flddesbalansvillkoret
—X14 — T4 — T34 = —6 fOr nod 4 som alltsd ar en sdnknod med efterfragan 6.

(a) Avgor om nagon eller nagra av nedanstaende tre vektorer xM, x@) och x®)
ar en optimal 16sning till P1:

x(1) =(2,2,2,2,2,2)T
x(?) =(1,2,3,1,2,1)T
x(3) =(2,2,3,0,1,1)T

Ange i safall vilken/vilka av dem som &r det. Motivera svaret! .......... (5p)
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(b) Antag nu att vi byter ut den kvadratiska malfunktionen i P1 mot en linjar

malfunktion ¢'x, och saledes betraktar problemet

P2: minimera c¢'x dia Ax=Db.

Observera att det fortfarande inte finns nagra krav pa att x > 0.

Avgor om det finns nagon vektor ¢ £ 0 for vilken minst en av de tre
vektorerna x(M), x® och x(3) &r en optimal losning till problemet P2.

Ange i safall en sadan vektor ¢, och ange vilken/vilka av de tre vektorerna
som da ar optimal/optimala till P2. Motivera svaret! ................... (3p)

4. Lat funktionen f : IR?> — IR definieras av
f(x) = (z1 + 372)3 + (1 + 562)2 + (1 — 2)2 + (2 — 4)2, dar x = (a:l,wg)T.

(a) Starta fran punkten x() = (0, 0)T och genomfér en fullstindig iteration
med Newtons metod f6r minimering av f(x) (utan nagra bivillkor).
Kontrollera speciellt att f(x®) < f(xM). ... (6p)

(b) Berikna (analytiskt) samtliga lokala minpunkter till f(x). .............. (4p)

(¢) Om a ar ett givet reellt tal sa definierar vi méngden C, genom
Co={x=(z1,12)T€R? |21 + 22 >0a}.
Det ar latt att visa att C, ar en konvex mangd. (Det behover du inte visa.)

Bestdm det minsta varde pa talet a for vilket funktionen f ovan ar en
konvex funktion pa mangden Cu. ..ot (2p)

5. Betrakta foljande problem i variabelvektorn x = (1, z2, 3, $4)T € IR*:
P: minimera 4% — 323 + 523 — 223

da 1< 22 +23+23+23<4

(a) Formulera KKT-villkoren i detalj for just detta problem. ................ (2p)
(b) Bestdm samtliga 16sningar till dessa KKT-villkor. ....................... (6p)

(c) Ar nagon av dina hittade KKT-punkter en globalt optimal lésning till P?
I safall vilken/vilka? Motivera svaret noggrant. ......................... (2p)

Lycka till!



