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Tentamen i SF1861 och SF1851 Optimeringslara.
Tisdag 3 juni 2014 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tilldtna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran nagot ars hemuppgifter hoppar 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Ett foretag har tva fabriker, F1 och F2, och fyra kunder, K1, K2, K3 och K4.
Vid ett visst tillfille efterfragar kunderna foljande kvantiteter av foretagets
produkt:

K1: 70 ton, K2: 60 ton, K3: 50 ton, K4: 40 ton.
Fabrikernas tillgangar av produkten vid det aktuella tillfdllet &r:
F1: 105 ton, F2: 115 ton.

Transportkostnaderna fran fabriker till kunder, i sorten hundralappar per ton,
ges av foljande tabell:

K1 | K2 | K3 | K4
F1| 7 6 8 6
F2 | 6 4 ) 3

Man vill bestdmma hur mycket féretaget bor transportera fran respektive fab-
rik till respektive kund for att totala transportkostnaden ska minimeras under
bivillkoren att kundernas efterfragan tillgodoses och fabrikernas tillgangar ej

overskrids.
Visa att foljande transportplan (i sorten ton) ger en optimal 16sning. ....(5p)
K1 | K2 | K3 | K4
F1| 70 | 35
F2 25 | 50 | 40

Ledning: Problemet kan formuleras som ett minkostnadsflédesproblem i ett
visst natverk med sex noder.
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1 -1 0 O
R —1 2 -1 0
(b) I denna uppgift ar A = 0 -1 2 —1

0 0 -1 1

Bestédm en bas till vart och ett av de bada underrummen A(A) och N(A)*,
dvs nollrummet till A och ortogonala komplementet till detta nollrum.

Ligger vektorn x = (6, —3, —2, —1)T i nagot av dessa underrum?
Motivera svaret. ......... ... (4p)

2. Betrakta foljande linjara optimeringsproblem:

minimera x1 + T + 4x3
da z1+x0 > 2,
T+ 23 > 2,
To + x3 > 2,
z; >0, 7=1,2,3.

(a) Transformera problemet till standardform och 16s det med simplexmetoden.
Du maste starta med att lata x1, xo och x3 vara basvariabler (vilket visar sig

ge en tillaten men inte optimal baslosning). ........... ... ... (7p)

(b) Formulera det motsvarande duala LP-problemet och ange en optimal 16sning

till detta. Kontrollera speciellt att optimalvardena &r lika. .............. (3p)
110]" 11 -1
Frivillig rdknehjalp till (a)-uppgiften: 1 01 = 5 1 -1 1
0 1 1 —1 1 1

3. Betrakta det ickelinjira optimeringsproblemet att minimera f(x) utan bivillkor,
da x = (21,22, 23)" € IR? och funktionen f : IR* — IR ges av

3
f(x) = Z(x}l + :c? + 1:? + z;).
Jj=1

(a) Vilj startpunkten x() = (1,0, —1)T och utfér en fullstindig iteration
med Newtons metod, dvs berdkna x(2). ................................ (6p)
(b) Avgdr om f dr en konvex funktion pa hela IR3. ......................... (4p)

(c) Bestam en underskattning av optimalvéardet till ovanstaende problem,
dvs ett tal L sadant att f(x) > L giller for alla x € IR3.

Ju hégre underskattning L du bestdmmer desto fler poéng far du. ....... (3p)
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4. Denna uppgift handlar om ett 3-dimensionellt fackverk med 6 noder och 5 stéanger,
men man behoéver inte kunna nagot om fackverk for att 16sa uppgiften!

De sex nodernas koordinater (i x-, y- och z-led) ges i tur och ordning av:
(-1, 0, 0), (0,-1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0) och (0, 0, 1).

De fem stangerna forbinder noderna enligt foljande:

Stang 1 forbinder noderna 1 och 6, stang 2 forbinder noderna 2 och 6,
stang 3 forbinder noderna 3 och 6, stang 4 forbinder noderna 4 och 6,

och stang 5 forbinder noderna 5 och 6.

Noderna 1-5 &r samtliga “fixerade” (fastsatta i berg) medan nod 6 ar “fri”.

I nod 6 (den fria noden) appliceras nu en given yttre kraft p = (ps, py, p2)"-
Detta fororsakar normalkrafter fi, fo, f3, f4, f5 i de fem sténgerna, dar f; > 0
betyder drag medan f; < 0 betyder tryck. Uppgiften gar ut pa att bestdmma
dessa normalkrafter genom att 16sa ett visst optimeringsproblem.

Vi far f6ljande tre villkor for kraftjamvikt i denicke-fixerade noden (dvs nod 6):

fi/V2 - f3/V2 = p, (kraftjamvikt i x-led),
f2/V/2 — f1/V2 = p, (kraftjimvikt i y-led),
V2 + RIV2 + BIV2 + fi/V2 + fs = p. (kraftjEmvikt i z-led).

Bland alla vektorer f = (f1, fo, f3, f1, f5)' som uppfyller dessa jaimviktsvillkor sa
véljer naturen den vektor f som minimerar den kvadratiska funktionen

5
% Z cjfj2 (= totala tOjningsarbetet),
j=1

dér konstanterna c; ges av ¢c; = L;j/(A;E). Har &r A; = j:te stangens tvérsnittsarea,
L; = j:te stangens lingd, I/ = materialets elasticitetsmodul.

Antag att det for vart fackverk giller att ¢; = ¢o = ¢3 = ¢4 = ¢5 = 1073, och att man
applicerar lastvektorn p = (3, 2, 12)T. Din uppgift ar att bestdmma den optimala
l6sningen f till ovanstande kvadratiska optimeringsproblem med linjara bivillkor, och
salunda bestdmma normalkrafterna i stdngerna. ............. ... ...l (9p)
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5.  (a) Lat E, vara ellipsen definerad av ekvationen —% + =2 = 1,
ay a3

dér aq och as ar tva givna positiva konstanter.

I denna deluppgift ska du bestdmma en rektangel med maximal area bland alla
rektanglar som har sidorna parallella med koordinataxlarna och som far plats
inuti ellipsen. Du kan forutsiatta att rektangeln har sin tyngdpunkt i origo och
sina fyra horn i punkter (z1, z2), (—x1,x2), (1, —22) pa (—z1, —z2) som ligger
pa ellipsen.

Formulera detta som ett ickelinjart optimeringsproblem med bivillkor.

Stall upp relevanta optimalitetsvillkor for problemet, och bestdm med hjalp av

dessa den optimala rektangelns matt och area. .......................... (4p)
22 2 2
(b) Lat nu E3 vara ellipsoiden definerad av ekvationen b—zl + 6—22 + b—g’ =1,
1 2 3

dér by, by och b3 ar tre givna positiva konstanter,

I denna deluppgift ska du bestdmma en lada (rdtblock) med maximal volym
bland alla lador som har sidorna parallella med koordinatplanen och som far
plats inuti ellipsoiden.

Du kan férutsiatta att ladan har sin tyngdpunkt i origo och sina atta horn i
punkter (+z1, + 9, +x3) som ligger pa ellipsoiden.

Formulera detta som ett ickelinjart optimeringsproblem med bivillkor.

Stall upp relevanta optimalitetsvillkor for problemet, och bestdm med hjalp av
dessa den optimala ladans matt och volym. ............................. (5p)

Lycka till!



