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KTH Matematik

Tentamen i SF1861 och SF1851 Optimeringslara.
Fredag 3 juni 2016 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37.
Tillitna hjdlpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Lésningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen losas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéang fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poédng fran nagot ars hemuppgifter hoppar 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 podng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. I hela denna uppgift &r matrisen A och vektorn b givna av

(a)

1 0 0 1 60

1 -1 0 0 —50

A=l g 1 1 o ohb=f g
0 0 -1 —1 —40

Lat vektorn c ges av ¢ = (2,4,3,1)7, och betrakta LP-problemet:
minimera ¢'x di Ax=b och x> 0.

Det framgar av den speciella strukturen pa matrisen A och vektorn b att
detta LP-problem kan tolkas som ett balanserat minkostnadsflddesproblem
i ett visst ndtverk. Illustrera detta nétverk i en figur, och visa med valfri
metod att % = (50,0, 30,10)T och X = (20, 30,0,40)T bada &r optimala
16sningar till LP-problemet. ...... ... ... .. . (5p)
Lat A och b vara enligt ovan.

Bestdm dels en vektor X som uppfyller AX = b, dels en matris Z vars
kolonner utgér en bas for nollrummet till A.

Det ar vilkant fran kursen att da ar vektorn x en 16sning till Ax = b

om och endast om x = X + Zv for nagon vektor v med lika méanga
komponenter som antalet kolonner i Z.

Anviind detta for att bestimma en vektor x = (21, x2, 22, 24)"
som uppfyller bade Ax =b och z; > 15 for j =1,2,3,4. ............... (4p)
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2.

Betrakta foljande LP-problem pa standardform:

P: minimera —5x1 — 8x9 — 5x3
da  2x1+2z9+ 23+ 24 = 60,
T1 + 229 + 223 + x5 = 90,
xj >0, 5=1,...,5.

(a) Anvénd simplexmetoden for att bestdmma en optimal 16sning.
Starta med x4 och x5 som basvariabler. ........................ ... ...... (6p)

(b) Formulera det motsvarande duala LP-problemet D.
Illustrera detta duala problem D i en noggrann figur
och bestdm grafiskt en optimal 16sning till D. ........................... (3p)

(¢) Formulera komplementaritetsvillkoren fér P, och verifiera noggrant
att dessa villkor dr uppfyllda av dina l6sningar till P och D ovan. ....... (2p)

Man har métt avstandet till en punkt P med okdnda koordinater (x1, x2) fran var och
en av fyra punkter med de kénda koordinaterna (2, 0), (0, 2), (-2, 0) och (0, —2).
De fyra uppmaétta avstanden blev i tur och ordning féljande: 1, 1, 3 och 3.

Det betyder att om métningarna vore exakta sa skulle de s6kta koordinaterna (x1, x2)
erhallas som 16sningen till féljande ickelinjira ekvationssystem:

hi(x) =0, i=1,2,34,

dar x = (1, xg)T ar vektorn med de sokta koordinaterna och funktionerna h; ges av

hl(X) = (:El — 2)2 + (CL‘Q — 0)2 1,
hQ(X) = (xl — 0)2 + (1’2 — 2)2 —1,
hs(x) = (z1 +2)% + (v2 — 0)2 — 9,
h4(X) = (xl — 0)2 + (wz + 2)2 -9

Det ar enkelt att visa (men det behover inte du gora) att detta ekvationssystem
inte har nagon losning, sa da vill man i stéllet 16sa féljande ickelinjdra minsta-

kvadratproblemet i variabelvektorn x = (x1,2)T, med funktionerna h; enligt ovan.

minimera f(x) = (h1(x)? + ha(x)? + h3(x)? + ha(x)?),

(a) Genomfor en iteration med Gauss-Newtons metod utgaende fran x(V = (0, 0)T.
Kontrollera att din erhallna punkt x) uppfyller f(x®) < f(xM). ...... (6p)

(b) Avgor om det (for detta specifika exempel) géller att funktionen f ovan &r en
konver funktion pa hela IR%. ... . ... . .00t (4p)
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4. Lat i denna uppgift f: IR®> — IR vara den kvadratiska funktionen definierad av
f(x) = x1 + 229 + 323 — X129 — T2T3 — T3T].
(a) Anvénd en nollrumsmetod for att minimera f(x) under bivillkoret att
1+ 20+ a3 =1.

Visa sedan att din erhallna optimallosning X, tillsammans med en viss
lagrangemultiplikator u, uppfyller Lagrangevillkoren for problemet.
Ange dven vArdet DA U. ... (6p)

(b) Antag nu att man i stéllet vill mazimera f(x) under samma bivillkor
som ovan (dvs z1 + x2 + x3 = 1).
Visa att det inte finns nagon optimal 16sning till detta maximeringsproblem.
Bestim ocksa en vektor X = (&1, 2, #3)T som dels uppfyller att
Ty + 2 + 23 = 1, dels har ett malfunktionsvirde f(X) som &r > 10'2. ... (4p)

5. I foljande ickelinjéra optimeringsproblem P med olikhetsbivillkor &r talet ¢
(som multiplicerar 23 i malfunktionen) en konstant.

P: minimera z} + x5 4 cxd + 4wy + 4w + 43
da x1+ a0 >4,

T +x3 > 4,
To + x3 > 4.
(a) Stall upp KKT-villkoren i detalj for detta problem P. ................... (1p)
(b) Finns det nagra virden pa konstanten ¢ for vilka x = (3,3,1)" &r en globalt
optimal 16sning till P? Bestam i safall samtliga sidana virden pac. ..... (3p)
(c) Finns det nagra virden pa konstanten ¢ for vilka x = (1,3,3)7 &r en globalt
optimal 16sning till P? Bestam i safall samtliga sadana varden pa c. ..... (3p)
(d) Finns det nagra virden pa konstanten ¢ for vilka x = (2,2,2)7 &r en globalt
optimal 16sning till P? Bestam i safall samtliga sidana virden pac. ..... (3p)
-1
1 10 1 1 1 -1
Frivillig raknehjalp: 1 01 =5 1 -1 1
0 1 1 -1 1 1

Lycka till!



