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Tentamen i SF1861 Optimeringslara.
Torsdag 1 juni 2017 kI. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37.
Tillitna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen 16sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kénda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran nagot ars hemuppgifter hoppar 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 podng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1.

(a)

I denna deluppgift behandlas ett riktat natverk med fyra noder och fem bagar.
Tva av noderna, nod 1 och nod 2, ar kéallnoder, med tillgangen 70 enheter i
nod 1 och 30 enheter i nod 2. De aterstaende tva noderna, nod & och nod 4, ar
sinknoder, med efterfragan 40 enheter i nod 3 och 60 enheter i nod 4.

De fem bagarna i natverket ar (1,2), (1,3), (2,3), (2,4) och (3,4), dar (7, )
betecknar den riktade bagen fran nod ¢ till nod j.

For var och en av de fem bagarna ar kostnaden 1 SEK per enhet fléde i bagen.
Det motsvarande minkostnadflddesproblemet kan (som bekant) formuleras
som ett LP-problem pa standardformen

minimera ¢'x da Ax = b och x > 0, dir variabelvektorn ges av

x = (212, 713, T23, T24, T34) |, med x;; = flédet fran nod i till nod j i bagen (i, §),
och kostnadsvektorn ges av ¢ = (c12, €13, €23, caq, c34) T = (1,1,1,1,1)T,

(i): Ange vad matrisen A och vektorn b ar for just detta exempel! ..... (2p)
Eftersom den totala efterfragan ar lika med den totala tillgangen sa ar

det ett balanserat minkostnadsflodesproblem, och da motsvarar varje
uppspannande trdd i natverket en baslésning till LP-problemet.

Betrakta de tva uppspannande trad som definieras av bagméangderna

T ::{(1’2)7(273)7(2’4)} och Ty ::{(173)7(274)’(3’4)}'

(ii): For vart och ett av dessa béagge uppspannande trad, berdkna den
motsvarande baslosningen x, samt avgér om denna baslosning x ar en

optimal 16sning till minkostnadsflédesproblemet. ........................ (3p)
11 2 3 1

I denna deluppgift ar A= |1 2 3 5| och w=] b |,
1 3 4 7 2

dér b ar ett reelt tal. Besvara foljande bada fragor:

Finns det nagot vérde pa talet b for vilket w tillhor bildrummet for A,

dvs w € R(A)? Ange i safall ett sadant vérde pa b.

Finns det nagot virde pa talet b for vilket w tillhér nollrummet for AT,

dvs w € N(AT)? Ange i safall ett sadant virde pa b. ................... (4p)
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2. Betrakta foljande LP-problem pa standardform:

P1: minimera —8x1 4+ 8xo —4x3+ 1224 — x5 — ¢
da 1 + 19 — T3 — T4 + x5 = 200,
Tl — To + T3 — T4 + x¢ = 100,
z; >0, j=1,...,6.

(a) Anvénd simplexmetoden pa detta problem P1.
Starta med x5 och zg som basvariabler.
Hittar du en optimal 16sning till P17 Kommentera. ..................... (4p)

(b) Antag att malfunktionskoefficienten framfor x4 i P1 &ndras fran 12 till 6.
Kalla detta modifierade problem P2, och anvind simplexmetoden pa P2.
Starta med x5 och xg som basvariabler.

Hittar du en optimal 16sning till P2? Kommentera. ..................... (3p)

(c) Finns det i nagot av problemen P1 eller P2 en tillaten 16sning X med
malfunktionsvardet = —9000 7 Ange i safall en sddan tillaten l6sning x
och forklara om det &r malfunktionen i P1 eller P2 som far det vardet. ..(2p)

(d) For vart och ett av ovanstaende bégge problem (P1 och P2), formulera det
motsvarande duala LP-problemet, samt illustrera bivillkoren till detta i en nog-
grann figur med den forsta dualvariabeln y; pa den horisontella axeln och den
andra dualvariabeln o pa den vertikala. Markera ocksa det tillatna omradet

(om det existerar) 1 figuren. .............oiiiiiiii i (3p)
1 0 -1 3
3. I denna uppgift &r A = 0 -1 1| och b=]-3
—1 1 0 3

(a) Visa att ekvationssystemet Ax = b inte har nagon 16sning. ............. (1p)

(b) Bestam samtliga optimala 16sningar x till minsta-kvadratproblemet att
minimera 1[|Ax—b|? dAx € R3. ......... ... (3p)

(c) Lat S beteckna méngden av optimala l6sningar till minsta-kvadratproblemet
i (b) ovan. Bestdm den vektor X € S som &r kortast bland alla vektorer i S,

dvs uppfyller [|%[? < [jx[? forallax € S. ... (4p)
(d) Bestdm den vektor § € R(A) (bildrummet till A) som uppfyller att
|l¥ —b||?> < |ly—b|? for alla vektorer y € R(A). Motivera ditt svar. ..... (2p)

Anmdrkning: Som vanligt betyder ||x|| euklidiska normen av vektorn x, dvs
Ix[* = x"x, |[Ax—b[? = (Ax—b)"(Ax—b), [y—b|* = (y—b)"(y—b).



SF1861 Tentamen 2017-06-01 Sid 3 av 3

4. Lat den ickelinjira tvavariabelfunktionen f : IR? — IR definieras av
f(x) = a2 + 23 — zyx9, dir x = (z1,22)".

(a) Vilj startpunkten x() = (1, 1)T och utfor en fullstéindig iteration med

Newtons metod. Kontrollera speciellt att f(x®) < f(xM). .............. (5p)
(b) Berikna (analytiskt) alla lokala minpunkter till f(x), dvs alla lokalt optimala
l6sningar till problemet att minimera f(x) utan nagra bivillkor. ......... (3p)

(c) Infor den konvexa mingden C = {x¢€ IR? | z; > 0.2 och 22 > 0.2}.
Finns det nagon vektor X € C sadan att f(%X) < f(x) for alla x € C?
Motivera svaret NOZETANt. . ......irt ittt e e (2p)

5. Betrakta féljande optimeringsproblem P med tre variabler och fyra olikhetsbivillkor:

P: minimera % ((z142)? + (z2+4)? + (23+6)?)
da x; >0 for j =1,2,3,

samt x1 + xo+ x3 > 3.

(a) Stall upp KKT-villkoren i detalj for detta problem P. ................... (1p)

(b) Finns det nigon vektor X = (1, #2,#3)" med #1 > 0 och #5 > 0 som
tillsammans med en vektor ¥ = (i1, 92, U3, 94) " uppfyller KK T-villkoren
for P? Angeisafall X och §7 ... ... . . (6p)

(¢) Lat f(x) beteckna malfunktionen i P.
Finns det nagot reellt tal K > 38 sadant att f(x) > K for alla tillatna lésningar
x till P? Ange i safall ett sadant tal K. Motivera svaret noggrant. ..... (2p)

Lycka till!



