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KTH Matematik

Tentamen i SF1861 och SF1851 Optimeringslara.
Onsdag 3 juni 2015 kI. 14.00-19.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37.
Tillitna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej rdknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen losas med systematiska
metoder som ej blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvéndas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran arets hemuppgifter hoppar 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran nagot ars hemuppgifter hoppar éver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poang. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a)

Ett visst litet natverk har tva kdllnoder, hér kallade nod 1 och nod 2, med
tillgangen 500 enheter (for nod 1) respektive 400 enheter (for nod 2), och tva
sdnknoder, har kallade nod 3 och nod 4, med efterfragan 600 enheter (for nod 3)
respektive 300 enheter (for nod 4). Det finns riktade bagar fran varje kéllnod till
varje sanknod, dvs fyra bagar (1,3), (1,4), (2,3) och (2,4), med givna kostnader
€13, C14, co3 och coy per flddesenhet i respektive bage.

Det motsvarande minkostnadflodesproblemet kan som bekant formuleras som
ett LP-problem pa standardform. Gor det! ............................ (2p)

Eftersom den totala efterfragan ar lika med den totala tillgangen sa ar det ett
balanserat flodesproblem, och da motsvarar varje uppspannande trdd i ndtverket
en baslosning till ovannamnda LP-problem.

I det héar aktuella exemplet finns fyra uppspénnande tréd (vart och ett betaende
av tre bagar). Rita dessa uppspénnande trad i fyra separata figurer.

Beriakna sedan de motsvarande baslosningarna till LP-problemet, dvs flodena
i bagarna for vart och ett av tridden. Som du ser dr det endast tva av de fyra

baslésningarna som &r tillatna baslosningar. Vilka tva? ................. (3p)
1 1 1

I denna deluppgift ar A= |0 -1 1
1 0 2

Bestdm en bas for vart och ett av foljande fyra underrum:
N(A), N(AT), N(A)*+ och N(AT)*, dvs nollrummen till A och AT
samt ortogonala komplementen till dessa bada nollrum. ................. (4p)
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2. Betrakta foljande LP-problem P1 pa standardform:

P1: minimera 5xq + 6x9 + Tx3 + 8x4
da x4+ 2x9 + 23 — 214 = 1,
T + T9 + x3 + x4 =4,

z; >0, j=1,2,3,4.

(a) Visa att (z1, x9, 3, 24) = (3, 0, 0, 1) &r en optimal 16sning till P1. ...... (3p)

(b) Antag att bada likhetsbivillkoren i P1 byts mot olikhetsbivillkor av typen >,
sa att foljande problem P2 erhalls:

P2: minimera 5z + 6x2 4+ 7x3 + 824
da x1+2w9 + 13 — 214 > 1,
T + T9 + x3 + T4 > 4,

z; >0, 7=1,2,3,4.

Anvind simplexmetoden for att berdkna en optimal 16sning till P2.
Du kan anvénda resultaten fran (a) ovan for att erhalla en tillaten baslosning
att starta simplexmetoden fran nir du ska 16sa P2. .................. .. (5p)

(¢) Formulera det duala LP-problemet D2 svarande mot det primala problemet P2.
Ilustrera D2 i en figur innehallande det tillatna omradet for D2 och minst tva
olika nivalinjer for malfunktionen i D2.

Bestam sedan, med hjdlp av din figur, optimala 16sningen till D2, och kontrollera
att optimalvérdena till P2 och D2 &r lika. .............. .. ... . (3p)

3. 1 denna uppgift ar f(x) = 221 + 229 + 223 — T2 — T2X3 — T3T7.

(a) Avgor for vilket eller vilka (om nagot) av foljande tre problem som % = (1,1,1)T
ar en globalt optimal 16sning. Motivera svaren ordentligt. ............... (7p)
QP1: minimera f(x) da z; 4+ z2 4+ x3 = 3.

QP2: minimera f(x) da z; —2z2 4+ 23 =0 och 1 + x93 — 223 = 0.
QP3: maximera f(x) da zg=1.
OBSERVERA att QP3 &r ett mazimeringsproblem!

(b) Om du fér nagot eller nagra av ovanstaende tre problem anger att £ = (1,1,1)7
inte ar en globalt optimal 16sning ska du nu, for varje sadant problem, ange en
annan tillaten 16sning X med béattre funktionsvérde an % (dvs f(X) < f(%X) for
minimeringsproblem och f(X) > f(%X) fér maximeringsproblem). ......... (2p)

(¢) Ar f(x) en konvex funktion eller en konkav funktion eller ingetdera?
Motivera svaret ordentligt. ......... ... ... . . i (2p)
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4. Antag att m punkter med koordinaterna (a;, b;), i = 1,...,m, i planet ar givna.
Antag vidare att punkterna ser ut att ligga “néstan men inte riktigt” pa en cirkel.
Man vill da hitta den cirkel som “sa bra som mojligt” ansluter till de givna punkterna.
Fragan ar vilken cirkel man ska vélja.

(a) En rimlig matematisk modell for denna fragestéillning &r foljande icke-linjara
minsta-kvadratproblem i variablerna x, y and r:

m
minimera  f(x,y,r) Z%Z \/m—az (y—bi)z—r)2
=1

déar (z,y) betecknar koordinaterna for den sokta cirkelns centrum,

medan r betecknar dess radie.

Antag att m = 4 och att de givna punkterna har koordinaterna

(12,0), (0,10), (—10,0) och (0,—8).

Valj startpunkten (x,y,r) = (0,0,10) och genomfor en fullstindig

iteration med Gauss-Newtons method.

Vad &r de nya vérdena pa x, y och r efter denna iteration? .............. (6p)

(b) Ett alternativt angreppssétt ar att soka tva cirklar C7 och Co sadana att:

e (1 och (5 har gemensamt centrum, men Cy har storre radie dn C7.

e Varje given punkt (a;, b;) ligger antingen pa randen till en av cirklarna eller
strikt mellan de bada cirklarna (dvs innanfér Cy och utanfoér C1).

e Arean mellan cirklarna ar sa liten som méjligt (under ovanstaende krav).

Formulera detta som ett ickelinjart optimeringsproblem med olikhetsbivillkor,
dér bade malfunktionen och alla bivillkorsfunktioner ar kontinuerligt deriver-
bara (dvs samtliga partiella derivator existerar och ar kontinuerliga).

OBS: Du ska inte berdkna nagon numerisk 16sning. ..................... (3p)

5. Betrakta foljande problem med olikhetsbivillkor, dér & &r en konstant.
minimera (2} + 23 + 23 + 27)

da x1 + z2 + x3 + x4 > 4,
Ty + 29 + 33 + 4y > K.

Stall upp KKT-villkoren och anvénd dessa for att bestdmma en globalt optimal
16sning till problemet for vart och ett av nedanstaende tre viarden pa konstanten k.

Motivera att det verkligen &ar globalt optimala 16sningar du bestamt. ........ (10p)
(a) k=9.

(b) k=11.

(¢) k=15.

Lycka till!



